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本 书 是 在 王 和 敬 庚 、 傅 若 男 编著 的 《空间 解析 几何 》 的 基础 上 修订 而 成 的 . 
与 前 一 个 版 本 比较 ， 主 要 改写 了 第 四 章 关 于 一 般 二 次 曲线 ( 面 ) 的 内 容 ， 并 且 
把 原来 的 附录 改写 扩充 成 第 五 章平 面 仿 射 变换 和 等 距 变 换 ， 

空间 解析 几何 是 数学 系 一 年 级 学 生 的 一 门 基础 课 ， 它 为 学 生 学 习 后 继 的 
数学 和 物理 课程 提供 必要 的 基础 知识 . ,同时 ， 它 本 身 的 内 容 对 解决 某 些 实际 
问题 也 很 有 用 . 

本 书包 括 解 析 几 何 产生 的 一 个 简单 历史 概述 以 及 五 草 ， 书 末 附 有 部 分 习 
题 的 答案 . 

让 学 生 知道 一 点 有 关 一 门 课程 的 创立 历史 ， 有 助 于 学 生 人 掌握 该 课程 的 基 
本 思想 和 它 在 整个 数学 中 所 处 的 地 位 .为 此 本 书 将 解析 几何 产生 的 历史 概述 
放 在 最 前 面 供 学 生 阅 读 . 

第 一 章 是 向 量 代数 .在 本 章 中 暂 不 引进 坐标 系 ， 目 的 是 为 了 让 学 生 更 好 
地 掌握 向 量 本 身 的 运算 . 强调 向 量 的 各 种 运算 的 几何 意义 和 在 几何 中 的 应 用 . 
这 种 着 重 对 “ 形 ” 的 思考 的 安排 有 利于 培养 学 生 的 几何 直观 能 力 . 

第 二 章 是 平面 与 直线 ， 首 先 建立 空间 坐标 系 ， 用 坐标 进行 向 量 运算 ， 然 

后 运用 向 量 和 坐标 两 种 方法 ， 研 究 有 关 平 面 和 空间 直线 的 问题 . 

第 三 章 是 特殊 曲面 和 二 次 曲面 ， 介 绍 球面 、 直 圆柱 面 、 直 圆 锥 面 等 常见 
的 特殊 曲面 ， 应 用 曲线 族 产生 曲面 的 理论 ， 讲 解 建立 一 般 柱 面 、 锥 面 和 旋转 
曲面 的 方法 .对 椭 球 面 等 五 种 常见 二 次 曲面 的 标准 方程 ,分 析 讨 论 它们 表示 
的 空间 图 形 的 几何 形状 ， 为 了 提高 学 生 对 空间 图 形 的 直观 想象 力 ， 本 章 还 特 
别 介绍 了 几 个 区 域 围 成 的 空间 区 域 简 图 的 画 法 ， 这 也 是 学 习 重 积分 计算 所 需 
要 的 . 

第 四 章 是 坐标 变换 与 一 般 二 次 曲线 ( 面 ) 的 讨论 ， 与 上 一 版 本 比较 ， 新 版 
本 更 多 地 采用 了 代数 中 的 矩阵 、 特 征 值 和 特征 向 量 的 语言 来 描述 坐标 变换 和 
二 次 曲线 ( 面 ) 方 程 的 化 简 ， 这 种 处 理 方式 比 回避 特征 值 和 特征 向 量 的 方式 增 
加 了 些许 难度 ， 但 方法 上 更 具有 一 般 性 ， 更 重要 的 是 ,我们 认为 这 部 分 内 容 
最 能 体现 几何 与 代数 的 完美 结合 ， 同 时 也 希望 借 此 向 学 生 传递 这 样 一 个 观念 : 
即 几何 与 代数 在 很 多 情况 下 描述 的 是 事物 的 同一 个 性 质 ， 只 不 过 所 使 用 的 语 
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言 不 同 而 已 . 

第 五 章 介 绍 平 面 仿 射 变换 和 等 距 变 换 。 由 于 这 些 概念 是 不 依赖 于 坐标 系 
的 几何 概念 ， 我 们 在 本 版 本 中 采用 了 由 几何 方式 引入 仿 射 变换 的 定义 ， 进 而 
推导 出 在 坐标 系 中 的 代数 表示 ,这 部 分 内 容 的 编写 参考 了 尤 承 业 编著 的 《解析 . 
几何 一 书 ， 本 版 本 保留 了 上 一 版 本 中 仿 射 坐标 系 及 图 形 仿 射 性 质 的 应 用 一 
节 ， 这 部 分 内 容 对 扩展 和 指导 中 学 几何 学 的 理解 很 有 意义 . 

书 末 附 有 大 部 分 计算 题 的 答案 ,方便 学 生 及 时 发 现 和 纠正 自己 的 错误 . 

我 们 在 编写 本 书 时 ， 努 力 遵 循 以 下 几 点 : 内 容 力 求 简明 ， 突 出 解析 几何 
的 基本 思想 和 基本 方法 ; 注意 强调 各 种 代数 表达 式 的 几何 意义 ， 着重 从 几何 
直观 上 进行 分 析 ; 强调 几何 与 代数 的 联系 ; 每 节 后 的 习题 与 本 节 内 容 紧 密 联 
系 ， 习 题 的 选 配 既 注意 基本 题 ， 又 有 综合 和 提高 题 . 

本 书 曾 在 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 近年 来 的 教学 中 多 次 使 用 过 . 每 周 
四 学 时 讲授 ， 一 学 期 可 以 完成 . 

在 编写 过 程 中 ,我 们 参考 了 朱 鼎 勋 、 陈 绍 萎 编著 的 《空间 解析 几何 学 》， 
苏 步 青 等 的 (空间 解析 几何 》， 波 格 列 洛 夫 的 《解析 几何 》，， 三 维 声 的 《解析 几 
何 》，， 尤 承 业 的 《解析 几何 ) 等 书 ， 并 向 各 书 的 著 译 者 表示 感谢 . 

我 们 还 要 感谢 北京 师范 大 学 出 版 社 和 北京 师范 大 学 数学 科学 学 院 对 本 教 
材 出 版 的 资助 ， 出 版 社 王 松 浦 编辑 为 本 书 的 出 版 付出 了 辛勤 的 劳动 ， 我 们 对 
她 表示 由 更 的 谢意 . 

由 于 编者 的 水 平 所 限 ， 书 中 的 缺点 错误 在 所 难免 ， 欢迎 大 家 批评 指正 


编者 2007 年 4 月 于 北京 师范 大 学 
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解析 几何 创立 的 历史 概述 及 
这 门 课 程 的 重要 性 ” 


一 、 费 马 和 笛 卡 儿 在 创立 解析 几何 中 的 贡献 


费 马 (Fermat,1601 一 1665 ,法国 人) 和 稍 卡 儿 (Descartes,1596 一 1650, 法 国 
人 ) 是 17 世纪 的 伟大 数学 家 . 由 于 他 们 既 关 心 曲线 研究 中 的 一 般 方法 ,又 直接 
从 事 科 学 研究 工作 ,敏锐 地 看 到 数量 方法 的 必要 性 ,而 且 注 意 到 代数 具有 提供 
这 种 方法 的 力量 ,因此 他 们 就 用 代数 来 研究 几何 , 他 们 所 创立 的 学 科 叫 做 坐标 
几何 或 解析 几何 ,其 中 心思 想 是 把 代数 方程 和 曲线 、 曲 面 联系 起 来 ,这 个 创造 是 
数学 中 最 丰富 ,最 有 效 的 设想 之 一 . 

一 句 话 ,科学 的 需要 和 对 方法 论 的 兴趣 ,推动 了 费 马 和 笛 卡 儿 对 坐标 几何 
的 研究 . 

费 马 ,出 身 于 商人 家 庭 , 学 法 律 并 以 律师 为 职业 ,数学 只 是 他 的 业余 爱好 . 
虽然 ,他 只 能 利用 闲暇 时 间 研 究 数 学 ,但 他 对 数论 和 微 积 分 学 作出 了 第 一 流 的 
贡献 ,并 同 帕斯卡 (Pascal,1623 一 1662 ,法国 人) 一 起 开创 了 概率 论 的 研究 工作 . 
他 与 箔 卡 儿 都 是 坐标 几何 的 发 明 者 . 

费 马 关 于 曲线 的 工作 ,是 从 研究 古 希 腊 几 何 学 家 特别 是 阿波 罗 尼 奥 斯 
(Apollonius, 公 元 前 266 一 公元 前 190, 古 希腊 数学 家 ) 开 始 的 . 阿波 罗 尼 奥 斯 的 
《 论 平面 轨迹 ) 一 书 久 已 失传 ,而 费 马 是 把 它 重新 写 出 来 的 人 之 一 . 他 用 代数 来 
研究 曲线 ,他 说 ,他 打算 发 起 一 个 关于 轨迹 的 一 般 研究 ,这 种 研究 是 古 希腊 人 没 
有 做 到 的 . 1629 年 他 写 了 一 本 《平面 和 立体 的 轨迹 引 论 》(1679 年 发 表 ), 书 中 
说 ,他 找到 了 一 个 研究 有 关 曲 线 问 题 的 普遍 方法 . 

我 们 不 知道 费 马 的 坐标 几何 究竟 怎样 产生 的 ,但 很 可 能 是 他 把 阿波 罗 尼 奥 
斯 的 结果 ,直接 翻译 成 代数 的 形式 . 他 考虑 任意 曲线 和 它 上 面 的 一 般 点 J (如 
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2 空间 解析 几何 


图 1) ,J 的 位 置 用 A,E 两 个 字母 定 出 :A 是 从 点 
O 沿 底线 到 点 Z 的 距离 ,E 是 从 Z 到 J 的 距离 .他 
所 用 的 坐标 ,就 是 我 们 现在 的 斜 角 坐 标 , 但 是 y 轴 
没有 明确 出 现 , 而 且 不 用 负数 ,他 的 A,E 就 是 我 
们 现在 的 这 ，y. 
图 1 费 马 把 他 的 一 般 原理 叙述 为 :“ 只 要 在 最 后 的 

方程 里 出 现 两 个 未 知 量 ,我 们 就 得 到 一 个 轨迹 ,这 两 个 量 之 一 ,其 末端 就 描绘 出 
一 条 直线 或 曲线 . ”图 1 中 对 不 同位 置 的 下 ,其 末端 JJ, 7 … 就 把 * 线 ? 描 出 ,他 
的 未 知 量 A 入 ,实际 是 变数 ,或 者 可 以 说 ,联系 A 和 五 的 方程 是 不 定 的 . 他 写 
出 联系 A,E 的 各 种 方程 ,并 指明 它们 所 描绘 的 曲线 . 例如 :他 给 出 方程 (用 我 们 
现在 的 写法 就 是 )dzx 二 by, 并 指出 这 代表 一 条 直线 ;他 又 给 出 &Ca 一 并 一 0y ,并 
指出 它 也 表示 一 条 直线 ;方程 一 zx? = 二 yy 代表 一 个 圆 ;a 一 x: 二 ky 代表 一 个 
椭圆 ;a 十 x? 二 ky* 和 zy 二 a 各 代表 一 条 双 曲 线 ;zx’ 二 ay 代表 一 条 抛物 线 . 而 且 
费 马 确实 领悟 到 坐标 轴 可 以 平移 和 旋转 ,因为 他 给 出 了 一 些 较 复 杂 的 二 次 方 
程 ,并 给 出 了 他 们 可 以 简化 到 的 简单 形式 . 他 肯定 地 得 到 如 下 结论 :一 个 联系 着 
和 AA,E 的 方程 ,如 果 是 一 次 的 就 代表 直线 ,如 果 是 二 次 的 就 代表 圆锥 曲线 . 

笛 卡 儿 , 首 先是 一 位 杰出 的 近代 哲学 家 ,另外 他 还 是 近代 生物 学 的 莫 基 人 ， 
第 一 流 的 物理 学 家 ,同时 也 是 一 位 数学 家 . 他 的 父亲 是 一 位 相当 富有 的 律师 . 第 
卡 儿 大 学 毕业 后 去 巴黎 当 律师 ,在 那里 他 花 了 一 年 的 时 间 , 跟 两 位 神甫 一 起 研 
究 数 学 . 其 后 的 9 年 中 ,他 曾 在 几 个 军队 中 服役 ,但 他 一 直 继 续 研 究 数 学 . 在 荷 
兰 布 莱 达 地 方 的 招贴 牌 上 有 一 个 挑战 性 的 数学 问题 ,被 他 解决 了 ,这 使 他 自信 
有 数学 才能 ,从 而 开始 认真 用 心 于 数学 . 回 到 巴黎 后 ,他 为 望远镜 的 威力 所 激 
动 ,又 一 心 钻 研 光 学 仪器 的 理论 和 构造 .1628 年 ,他 32 岁 时 移居 荷兰 ,得 到 较为 
安静 自由 的 学 术 环 境 , 在 那里 他 住 了 20 年 , 写 出 了 著名 的 作品 . 1649 年 他 被 邀 
请 去 做 瑞典 女皇 的 教师 ,第 二 年 在 那里 患 肺炎 逝世 ,享年 54 岁 ， 

1637 年 笛 卡 儿 写 的 更 好 地 指导 推理 和 寻求 科学 真理 的 方法 论 ;) 一 书 出 版 ， 
这 是 一 本 文学 和 哲学 的 经 典 著 作 ,包括 三 个 著名 的 附录 :几何 》《 折 光 》 和 《 陨 
星 》.《 几 何 ) 是 他 所 写 的 唯一 的 一 本 数学 书 ,他 关于 坐标 几何 的 思想 ,就 包括 在 
他 的 这 本 《几何 ?中 . 笛 卡 儿 的 其 他 著作 有 《思想 的 指导 法 则 》《 世 界 体 系 》《 哲 
学 原理 》《 音 乐 概要 》. 

笛 卡 儿 是 通过 三 个 途径 来 研究 数学 的 :作为 一 位 哲学 家 ,他 把 数学 方法 看 
作 是 在 一 切 领域 建立 真理 的 方法 来 研究 ;作为 自然 科学 的 研究 者 ,他 广泛 地 研 
究 了 力学 水 静 力 学 、 光 学 和 生物 学 等 各 个 方面 ,他 的 《几何 ) 的 一 部 分 和 《折光 》 
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都 是 讲 光学 的 ;作为 一 位 关心 科学 的 用 途 的 人 ,他 强调 把 科学 成 果 付 之 应 用 ,这 
一 点 上 ,他 同 希 腊 人 明白 地 公开 决裂 .由 于 他 注意 到 数学 的 力量 ,他 就 要 去 寻找 
数学 的 用 途 . 他 不 推崇 纯粹 数学 ,他 说 :“ 我 决心 放弃 那个 仅仅 是 抽象 的 几何 . 这 
就 是 说 ,不 再 去 考虑 那些 仅仅 是 用 来 训练 思想 的 问题 . 我 这 样 做 ,是 为 了 研究 另 
一 种 几何 , 即 目 的 在 于 解释 自然 现象 的 几何 . ”对 他 来 说 ,数学 不 是 思维 的 训练 ， 
而 是 一 门 建设 性 的 有 用 科学 . 

笛 卡 儿 对 当时 几何 和 代数 的 研究 方法 进行 了 分 析 和 比较 ,他 认为 ,没有 任 
何 东 西 比 几何 图 形 更 容易 印 人 人 的 脑 际 了 ,因此 ,用 这 种 方式 表达 事物 是 非常 
有 益 的 .但 他 对 欧 几 里 得 几何 中 的 每 一 个 证 明 都 要 求 某 种 新 的 往往 是 奇 巧 的 想 
法 这 一 点 深 感 不 安 , 他 还 批评 希腊 人 的 几何 过 多 地 依赖 于 图 形 . 他 完全 看 到 了 
代数 的 力量 ,看 到 它 在 提供 广泛 的 方法 论 方面 ,高 出 希腊 人 的 几何 方法 ;他 同时 
强调 代数 的 一 般 性 ,以 及 它 把 推理 程序 机 械 化 和 把 解 题 工作 量 减 小 的 价值 . 他 
看 到 代数 具有 作为 一 门 普遍 的 科学 方法 的 潜力 ,但 他 对 当时 通行 的 代数 也 加 以 
批评 ,说 它 完 全 受 公 式 和 法 则 的 控制 ,不 像 一 门 改 进 思 想 的 科学 ,因此 他 主张 采 
取代 数 和 几何 中 一 切 最 好 的 东西 ,互相 以 长 补 短 . 他 所 做 的 工作 ,就 是 把 代数 用 
到 几何 上 去 ,在 这 里 ,他 对 方法 的 普遍 兴趣 和 他 对 代数 的 专门 知识 ,就 组 成 了 联 
合力 量 , 于 是 就 产生 了 他 的 《几何 ) 一 书 . 

在 《几何 ) 中 ,他 开始 仿照 韦 达 (Vieta,1540 一 1603, 法 国人 ) 的 方法 ,用 代数 
解决 几何 作 图 题 , 后 来 才 逐 渐 出 现 了 用 方程 表示 曲线 的 思想 . 

举 两 个 例子 . 

假定 某 个 几何 问题 ,归结 到 寻求 一 个 未 知 长 度 工 ' 经 过 代数 运算 ,知道 x 满 
足 方 程 x* = 二 ax 十 5 ,其 中 4,b 是 已 知 长 度 .于 是 ,由 代数 学 得 到 


3 [a 2 
充 2 十 a 中 


〈 笛 卡 儿 不 考虑 负 根 ), 他 画 出 xz 如 下 : 
作 RtANLM( 如 图 2), 其 中 LM=b，0 


NL=$: 延长 MN 到 0O, 使 NO= N= 1 秆 


这 就 是 说 ,由 解 一 个 代数 方程 而 得 到 的 L b 
@ 式 指明 了 z 的 画 法 . 图 2 

在 《几何 ;第 一 卷 的 前 一 半 中 , 笛 卡 儿 用 代数 解决 的 只 是 古典 的 几何 作 图 
题 ,这 只 不 过 是 代数 在 几何 上 的 一 个 应 用 ,并 不 是 现代 意义 下 的 解析 几何 . 


4 空间 解析 几何 


下 一 步 , 笛 卡 儿 考虑 了 不 确定 的 问题 ,其 结果 有 很 多 长 度 可 以 作为 答案 ,这 
些 长 度 的 端点 充满 一 条 曲线 . 他 说 “也 要 求 发 现 并 描 出 这 条 包括 所 有 端点 的 曲 
线 ” 曲线 的 描 出 ,是 根据 最 后 得 到 的 不 定 方程 , 笛 卡 儿 指 出 ,对 于 每 个 zx, 长 度 y 
满足 一 个 确定 的 方程 ,因而 可 以 画 出 y. 

笛 卡 儿 以 帕 普 斯 (Pappus , 约 公 元 300 一 350 年 前 后 , 古 希腊 人 ) 问 题 为 例 . 

帕 普 斯 问题 ”在 平面 上 给 定 三 条 直线 , 求 所 有 这 样 的 点 的 位 置 ( 即 轨迹 ): 
从 这 点 作 三 条 直线 各 与 一 条 已 知 线 交 成 一 个 已 知 角 (三 个 角 不 一 定 相 同 ) ,使 在 
所 得 的 三 条 线段 中 , 某 两 条 的 乘积 ( 指 长 度 的 乘积 ) 与 第 三 条 的 平方 成 正比 . 

如 果 给 定 四 条 直线 , 画 法 同上 ,但 要 求 所 得 的 四 条 线段 中 , 某 两 条 的 乘积 点 
其 余 两 条 的 乘积 成 正比 . 

如 果 给 定 五 条 直线 , 画 法 仍 同上 ,但 要 求 在 所 得 的 五 条 线段 中 , 某 三 条 的 乘 
积 与 其 余 两 条 的 乘积 成 正比 . 

如 果 给 定 的 直线 多 于 五 条 ,以 此 类 推 . 

帕 普 斯 曾经 断言 , 当 给 定 的 直线 是 三 条 或 四 条 时 ,所 得 的 轨迹 是 一 条 圆锥 
曲线 . 

在 《几何 ) 第 二 卷 中 , 笛 卡 儿 处 理 了 四 条 直线 时 的 帕 普 斯 问题 . 

设 给 定 的 直线 是 AG,GH,EF 和 AD (如 图 3). 
考虑 一 点 C, 从 C 引 四 条 直线 各 与 一 条 已 知 直线 交 成 
已 知 角 (四 个 角 不 一 定 相 同 ) ,把 所 得 的 四 条 线段 记 为 
R w@ CP,CQ,CR,CS, 要 求 找 出 满足 条 件 CP， CR 二 CQ。， 
y CS 的 点 C 的 轨迹 . 

笛 卡 儿 记 AP 为 x, 记 PC 为 y, 经 过 简单 的 几何 

考虑 ,他 从 已 知 量 得 出 CR,CQ,CS 的 值 ,把 这 三 个 值 
代入 CP. CR==CQ… CS, 就 得 到 一 个 zx 和 y 的 二 次 
方程 
图 3 y: =ay+bzxytcztdzr’, © 
其 中 a.6b,c,d 是 由 已 知 量 组 成 的 简单 的 代数 式 . 于 是 他 指出 ,如 果 任 意 给 z 一 
个 值 ; 就 能 得 到 y 的 一 个 二 次 方程 ,从 这 个 方程 可 以 解 出 y, 于 是 就 能 用 直 尺 和 
圆规 把 > 画 出 来 ;如 同 他 在 第 一 卷 所 做 的 . 由 此 可 知 ,如 果 我 们 取 无 穷 多 个 x 
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是 方程 四 所 代表 的 曲线 . 
笛 卡 儿 的 做 法 是 , 选 定 一 条 直线 (如 图 3 中 的 AG) 作 为 基线 ,以 点 A 为 原 
点 , 工 值 是 基线 上 从 A 量 起 一 个 线段 的 长 度 ,y 是 由 基线 出 发 与 基线 作成 一 个 
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固定 角度 的 一 个 线段 的 长 度 . 这 个 坐标 系 我 们 现在 叫做 斜 角 坐标 系 . 笛 卡 儿 的 
zy 只 取 正 值 , 即 图 形 只 在 第 一 象限 内 . 

有 了 曲线 方程 的 思想 之 后 , 笛 卡 儿 进 一 步 发 展 了 他 的 思想 . 

1. 曲线 的 次 数 与 坐标 轴 的 选择 无 关 . 

2. 同一 坐标 系 中 两 个 曲线 的 方程 联 立 , 可 解 出 交点 . 

3. 曲线 概念 的 推广 . 古 希 腊 人 说 平面 曲线 是 可 以 用 直 尺 和 圆规 画 出 的 曲 
线 , 而 笛 卡 儿 则 排斥 了 这 种 认为 只 有 能 用 直 尺 和 圆规 画 出 的 曲线 才 是 合法 的 思 
想 .他 提出 ,那些 可 用 一 个 唯一 的 含 z 和 y 的 有 限 次 代数 方程 表示 出 的 曲线 ,都 
是 几何 曲线 ,例如 草 叶 线 ( 妆 十 多 一 3azy 王 0) 和 蚌 线 都 被 承认 是 几何 曲线 ;其 他 
如 螺 线 等 , 笛 卡 儿 称 之 为 机 械 曲线 ( 莱 布 尼 茨 (Leibniz,1646 一 1716 ,德国 人 ) 后 
来 把 它们 分 别称 之 为 代数 曲线 和 超越 曲线 ), 笛 卡 儿 对 曲线 概念 的 这 一 推广 , 取 
消 了 曲线 是 否 存在 要 看 它 是 否 可 以 用 圆规 和 直 尺 画 出 这 个 判别 标准 ,不 但 接纳 
了 以 前 被 排斥 的 曲线 ,而 且 开 辟 了 整个 的 曲线 领域 ,牛顿 (Newton, 1642 一 
1727 ,英国 人 )1707 年 称 这 是 “把 所 有 可 以 用 方程 表示 的 线 都 接收 到 几何 里 ”. 

从 上 面 的 叙述 中 我 们 可 以 看 出 , 费 马 和 笛 卡 儿 两 人 各 自 都 研究 了 坐标 几 
何 , 但 他 们 研究 的 目的 和 方法 却 有 明显 的 不 同 : 费 马 着 眼 于 继承 古 希 腊 的 思想 ， 
认为 自己 的 工作 是 重新 表述 了 阿波 罗 尼 奥 斯 的 工作 ;而 笛 卡 儿 批 评 了 希腊 人 的 
传统 ,主张 和 这 个 传统 决裂 .虽然 用 方程 表示 曲线 ,在 费 马 的 工作 中 比 在 稍 卡 儿 
的 工作 中 更 为 明显 ,但 应 该 说 真正 发 现代 数 方法 的 威力 的 是 笛 卡 儿 . 

由 于 种 种 原因 ,使 坐标 几何 的 思想 一 一 用 代数 方程 表示 并 研究 曲线 ,在 当 
时 没有 很 快 地 被 数学 家 们 热情 地 接受 并 利用 . 

一 个 原因 是 因为 费 马 的 书 《 轨 迹 引 论 》 到 1679 年 才 出 版 ,而 笛 卡 儿 的 《 几 
何 》 中 对 几何 作 图 题 的 强调 ,遮蔽 了 方程 和 曲线 的 主要 思想 . 事实 上 ,许多 和 笛 
卡 儿 同时 代 的 人 ,都 认为 坐标 几何 主要 是 解决 作 图 问题 的 工具 ,甚至 莱 布 尼 芯 
也 说 笛 卡 儿 的 工作 是 退回 到 古代 . 虽然 笛 卡 儿 本 人 确实 知道 ,他 的 贡献 远 远 不 
限于 提供 一 个 解决 作 图 问题 的 新 方法 ,他 在 《几何 ) 的 引言 中 说 , “我 在 第 二 卷 中 
所 作 的 关于 曲线 性 质 的 讨论 ,以 及 考查 这 些 性 质 的 方法 , 据 我 看 远 远 超出 了 普 
通 几何 的 论述 ”, 但 他 利用 曲线 方程 之 处 ,确实 被 他 的 作 图 问题 所 遮盖 . 

坐标 几何 传播 速度 缓慢 的 另 一 个 原因 是 笛 卡 儿 的 书 《 几 何 ) 写 得 使 人 难 懂 . 
他 说 欧洲 几乎 没有 一 个 数学 家 能 读 懂 他 的 著作 , 书 中 许多 模糊 不 清 之 处 ,是 他 
故意 搞 的 ,他 只 约略 指出 作 图 法 和 证 法 ,而 留 给 别人 去 填 和 人 细节. 他 在 一 封 信 中 
把 他 的 工作 比 作 建 筑 师 的 工作 ,只 是 定 出 计划 ,指明 什么 是 应 该 做 的 ,而 把 手工 
操作 留 给 木工 和 瓦工 . 他 还 说 :“ 我 没有 做 过 任何 不 经 心 的 删节 ,但 我 预见 到 ,对 
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于 那些 自命 为 无 所 不 知 的 人 ,我 如 果 写 得 使 他 们 能 充分 理解 ,他 们 将 不 失 机 会 
地 说 我 所 写 的 都 是 他 们 已 经 知道 的 东西 . ”还 有 另 一 方面 的 理由 ,在 《4 几何 ) 中 他 
说 ,他 不 愿意 夺 去 读者 们 自己 进行 加 工 的 乐趣 . 的 确 , 他 的 思想 必须 从 他 的 书 中 
许多 解 出 的 例题 里 去 推测 , 他 说 ,他 之 所 以 删 去 绝 大 多 数 定理 的 证 明 ,是 因为 如 
果 有 人 不 嫌 麻 烦 而 去 系统 地 考查 这 些 例题 ,一 般 定理 的 证 明 就 成 为 显然 的 了 ， 
而 且 照 这 样 去 学 习 是 更 为 有 益 的 . 

影响 坐标 几何 被 迅速 接受 的 原因 ,还 有 一 个 是 许多 数学 家 反对 把 代数 和 几 
何 结合 起 来 ,认为 数量 运算 和 几何 量 的 运算 要 加 以 区 别 而 不 能 混淆 . 

再 一 个 原因 是 当时 代数 被 认为 是 缺乏 严密 性 的 . 

上 述 种 种 原因 ,虽然 阻碍 了 对 笛 卡 儿 和 费 马 的 贡献 的 了 解 ,但 也 有 很 多 人 
逐渐 采用 并 扩展 了 坐标 几何 . 


二 、 解 析 几 何 的 重要 性 


解析 几何 出 现 以 前 ,代数 已 经 有 了 相当 大 的 进展 ,因此 解析 几何 不 是 一 个 
巨大 的 技术 成 就 ,但 在 方法 论 上 却 是 一 个 了 不 起 的 创见 ， 

1. 笛 卡 儿 和 希望 通过 解析 几何 给 几何 引进 一 个 新 的 方法 ,他 的 成 就 远 远 超 过 
他 的 希望 ,在 代数 的 帮助 下 ,不 但 能 迅速 地 证 明 关 于 曲线 的 某 些 事实 ,而 且 这 个 
探索 问题 的 方式 ,几乎 成 为 自动 的 了 . 这 套 研究 方法 甚至 是 更 为 有 力 的 , 当 用 字 
母 表示 正 数 、 负 数 ,其 至 以 后 代表 复数 时 ,就 有 了 可 能 把 综合 几何 中 必须 分 别处 
理 的 情形 ,用 代数 统一 处 理 了 . 例如 ,综合 刀 何 中 证 明 三 角形 的 高 交 于 一 点 时 ， 
必须 分 别 考虑 交点 在 三 角形 内 和 三 角形 外 ,而 用 解析 几何 证 明 时 , 则 不 加 区 别 . 

2. 解析 几何 把 代数 和 几何 结合 起 来 ,把 数学 造成 一 个 双 面 的 工具 . 一 方面 ， 
几何 概念 可 以 用 代数 表示 ,几何 的 目的 通过 代数 来 达到 ;而 另 一 方面 ,给 代数 概 
念 以 几何 解释 ,可 以 直观 地 掌握 这 些 概念 的 意义 ,又 可 以 得 到 启发 去 提出 新 的 
结论 (例如 笛 卡 儿 就 提出 了 用 抛物 线 和 圆 的 交点 来 求 三 次 和 四 次 方程 的 实 根 的 
著名 方法 ). 拉 格 朗 日 (Lagrange,1736 一 1813 ,法 国人 ) 曾 把 这 些 优 点 写 进 他 的 
《数学 概要 》 中 "只 要 代数 同 几何 分 道 扬 镰 ,它们 的 进展 就 缓慢 , 它们 的 应 用 就 
狭窄 ,但 是 当 这 两 门 科学 结 成 伴侣 时 ,它们 就 互相 吸取 新 鲜 的 活力 ,从 那 以 后 ， 
就 以 快速 的 步伐 走向 完善 . ”的 确 ,17 世纪 以 来 数学 的 巨大 发 展 ,在 很 大 程度 上 
应 归功 于 解析 几何 ,可 以 说 微分 学 和 积分 学 如 果 没 有 解析 几何 的 预先 发 展 是 难 
以 想象 的 

3. 解析 几何 的 显著 优点 在 于 它 是 数量 的 工具 . 这 个 数量 的 工具 是 科学 的 发 
展 久 已 人 迫切 需要 ,17 世纪 一 直 公 开 要 求 着 的 . 例如 当 开 普 勒 发 现行 星 沿 椭圆 轨 
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道 绕 着 太阳 运动 ,伽利略 发 现 抛 出 去 的 石子 沿 着 抛物 线 轨道 飞 出 去 时 ,就 必须 
计算 这 些 椭圆 .计算 炮弹 飞 驶 时 所 画 的 抛物 线 了 ,这 些 都 要 求 提 供 数 量 的 工具 . 
研究 物理 世界 ,似乎 首先 需求 几何 ,物体 基本 上 是 几何 的 形象 ,运动 物体 的 路 线 
是 曲线 ,研究 它们 时 都 需要 数量 知识 ,而 解析 几何 能 使 人 们 把 形象 和 路 线 表 示 
为 代数 形式 ,从 而 导出 数量 知识 . 


三 ,一 点 启示 


解析 几何 的 重要 性 在 于 它 的 方法 一 一 建立 坐标 系 , 用 方程 来 表示 曲线 , 通 
过 研究 方程 来 研究 曲线 . 

前 苏联 著名 几何 学 家 波 格 列 诺 夫 在 他 所 编 的 4 解析 几何 》 前 言 中 说 :解析 
几何 没有 严格 确定 的 内 容 , 对 它 来 说 ,决定 性 的 因素 ,不 是 研究 对 象 , 而 是 方 
法 . ”这 个 方法 的 实质 ,在 于 用 某 种 标准 的 方式 把 方程 (方程 组 ) 同 几何 对 象 ( 即 
图 形 ) 相 对 应 ,使 得 图 形 的 几何 关系 在 其 方程 的 性 质 中 表现 出 来 . ” 

由 于 解析 几何 方法 解决 各 类 问题 的 普遍 性 , 它 已 经 成 为 几何 研究 中 的 一 个 
基本 方法 , 不 仅 如 此 , 它 还 被 广泛 应 用 于 其 他 精确 的 自然 科学 领域 (如 力学 和 物 
理学 ) 之 中 ， 

因此 我 们 学 习 解 析 几 何 , 主要 是 掌握 它 的 基本 方法 ,而 不 仅仅 在 于 记 住 它 
的 某 些 具体 结论 . 

解析 几何 的 基本 方法 ,包括 两 个 方面 :一 是 从 图 形 到 方程 ;二 是 从 方程 到 图 
形 . 也 就 是 选择 合适 的 坐标 系 ,建立 图 形 的 方程 ;通过 对 方程 的 研究 得 到 图 形 的 
性 质 , 了 解 图 形 的 形状 . 

解析 几何 离 不 开 代 数 ,但 又 要 随时 把 各 种 代数 表示 的 几何 含义 放 在 心中 ， 
学 习 中 要 特别 注意 培养 自己 的 几何 直观 能 力 , 这 种 能 力 对 于 数学 的 学 习 是 极为 
重要 的 . 

应 用 解析 几何 的 方法 ,可 以 研究 很 多 具体 的 对 象 . 因为 我 们 把 目的 放 在 掌 
握 基 本 方法 上 ,因此 ,我 们 的 教材 采取 “研究 对 象 简单 一 些 , 突 出 基本 方法 ”的 纺 
写 方针 ,避免 发 生 因 为 研究 对 象 复杂 ,引起 很 多 枝 节 ,从 而 淹没 了 基本 方法 的 现 
象 ,这 也 是 笛 卡 儿 留 给 我 们 的 一 个 教训 ,他 就 是 因为 讲 了 很 多 的 作 图 题 , 把 他 关 
于 解析 几何 的 基本 思想 淹没 了 . 
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为 了 把 代数 运算 引进 到 几何 的 研究 中 来 ,这 就 要 求 将 空间 结构 代数 化 . 我 
们 先 通 过 向 量 , 引 进 向 量 的 代数 运算 ,然后 再 转 成 坐标 表示 . 向 量 是 数学 的 基本 
概念 之 一 ,在 空间 解析 几何 中 ,研究 平面 和 空间 直线 ,向 量 是 个 很 有 用 的 工具 . 
不 仅 如 此 ,向量 在 数学 的 其 他 分 支 以 及 在 力学 .物理 学 和 许多 工程 技术 科学 中 ， 
都 很 有 用 . 本 章 中 我 们 用 直观 的 方法 引进 向 量 , 讨 论 向 量 的 各 种 代数 运算 及 其 
规律 ,并 直接 用 向 量 解决 各 种 几何 问题 . 学 习 本 章 时 要 特别 注意 向 量 与 数量 的 
区 别 ,向量 的 各 种 运算 的 几何 意义 ,以 及 它们 在 解决 各 种 几何 问题 (如 证 明 共 
面 ` 共 线 ,平行 .垂直 和 计算 长 度 . 角 度 .面积 体积 等 几何 量 ) 中 的 作用 . 


$1 向 量 及 其 线性 运算 


1. 向 量 及 其 表示 


我 们 把 只 有 大 小 的 量 称 为 数量 ,例如 时 间 、 温 度 、 长 度 等 ;把 既 有 大 小 又 有 
方向 的 量 称 为 向 量 ( 或 矢量 例如 位 移 、 速 度 、 加 速度 、 力 等 . 

向 量 概念 中 包含 两 个 要 素 一 一 大 小 和 方向 ,而 几何 中 的 有 向 线段 正好 具备 
这 两 个 要 素 , 因 此 很 自然 地 ,我们 用 有 向 线段 来 表示 向 量 . 有 向 线段 AB 所 表示 
的 向 量 ,其 大 小 就 是 有 向 线段 AB 的 长 度 ,其 方向 就 是 有 向 线段 A 的 方向 , 即 
从 A 到 B 的 方向 ,这 个 向 量 记 为 A 方 ,A 叫做 向 量 的 起 点 (或 始点 ),B 叫做 向 量 
的 终点 (如 图 1-1). 


向 量 A 言 的 大 小 , 即 有 向 线段 的 长 度 ,叫做 向 量 的 模 ， B 
记 为 |A 六 |. 有 时 也 说 它 是 向 量 的 长 度 . oe 
两 个 向 量 方向 相同 ,是 指 将 它们 移 到 同一 始点 时 , 它 4 
们 在 一 条 直线 上 , 且 这 时 两 个 终点 分 布 在 始点 的 同一 侧 ; 图 1-1 


反之 , 若 两 个 终点 分 布 在 始点 的 两 侧 , 则 称 两 向 量 方向 相反 。 
两 个 向 量 , 大 小 相等 ,方向 相同 ,叫做 相等 的 向 量 . 因此 向 量 的 起 点 可 以 任 
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意 选 取 , 或 者 说 ,向 量 可 以 自由 地 平行 移动 . 

向 量 A 方 有 时 也 用 一 个 字母 表示 , 记 为 a. 

与 a 长 度 相等 ,方向 相反 的 向 量 , 称 为 a 的 反 4 D 
向 量 , 记 为 一 a. 这 样 就 有 BA= 一 A 记 , 一 (一 a)= 
a. 车 ABCD 为 一 平行 四 边 形 ,如 图 1-2, 则 有 A 
=DCE=—CV5,BC=AD=—DA. 

我 们 还 规定 长 度 是 零 的 向 量 ,叫做 零 向 量 , 记 
为 0. 零 向 量 在 不 致 引 起 混淆 时 ,也 简写 为 0. 零 向 
量 的 方向 不 定 . 凡 零 向 量 丝 相等. 当 向 量 的 起 点 和 终点 重合 时 , 即 当 A 二 B 时 ， 
向 量 有 A 方 即 为 零 向 量 ,A 方 一 0. 

一 组 向 量 , 如 果 平 行 移动 到 同一 始点 时 ,它们 在 一 条 直线 上 , 则 称 这 组 向 量 
是 共 线 的 . 共 线 向 量 也 叫 平行 的 ,我 们 仍 用 记号 “/”,a//b 表示 向 量 a,b 共 线 
(或 平行 ). 

显然 , 零 向 量 与 任何 向 量 共 线 . 

一 组 向 量 ,如 果 平 行 移动 到 同一 始点 时 ,它们 在 同一 个 平面 上 , 则 称 这 组 向 
量 是 共 面 的 . 

显然 , 共 线 的 向 量 必 共 面 ,任意 两 个 向 量 必 共 面 . 


2. 向 量 的 加 法 和 减法 


我 们 可 以 从 位 移 的 合成 法 则 中 抽象 出 两 个 向 量 的 加 法 运算 的 定义 . 
8 定义 1.1 从 一 点 口 起 ,接连 作出 两 个 向 量 O2A=a， 
A 广 =b, 则 折线 OAB 的 起 点 O 到 终点 B 的 向 量 OB 就 叫 
做 向 量 a 与 向 量 b 的 和 , 记 为 a 十 b( 如 图 1-3). 
因为 在 这 个 加 法 的 规定 中 ,一 般 情况 下 ( 即 a,b 不 共 
线 时 ),a,b,a 十 b 组 成 一 个 三 角形 ,因此 这 个 定义 也 叫 向 
量 加 法 的 三 角形 法 则 . 
图 1-3 我 们 也 可 以 从 力 的 合 
成 法 则 一 一 平行 四 边 形 法 
则 中 抽象 出 向 量 加 法 的 定义 . 
定义 1.2 以 一 点 O 为 公共 始点 , 作 向 量 GA 
一 a,0 方 一 , 则 以 0 人 ,GO 方 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 
OACB 的 对 角 线 OC 上 的 向 量 OC 叫 做 向 量 a 与 
向 量 b 的 和 , 记 为 a 十 b( 如 图 1-4). 


图 1-2 
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这 个 定义 也 叫 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ， 

从 图 1-4 中 ,可 以 明显 地 看 出 G 广 一 AE, 所 以 三 角形 法 则 和 平行 四 边 形 法 则 
实际 上 是 同一 回 事 . 

读者 须 注意 到 , 当 二 已 知 向 量 平行 , 即 同 向 或 反 向 时 ,定义 1.2 中 所 说 的 平 
行 四 边 形 作 不 出 来 ,因此 这 种 情况 下 平行 四 边 形 法 则 不 再 适用 了 ,而 三 角形 法 
则 , 即 定义 1. 1 仍 适 用 . 请 读者 分 别 对 二 已 知 向 量 同 向 及 反 向 的 情形 , 写 出 它们 
的 和 向 量 的 方向 及 模 . 

由 向 量 加 法 的 定义 ,我 们 可 以 直接 得 到 ,向量 加 法 满足 如 下 运算 律 . 

向 量 加 法 满足 交换 律 ,就 是 说 ,对 于 任何 向 量 a 和 & (如 图 1-5), 有 

at+b=b+ta. 


~ 
~ 


图 1-5 图 1-6 
向 量 加 法 满足 结合 律 , 就 是 说 ,对 于 任何 向 量 a,b,c( 如 图 1-6), 有 
(ai+b)+e=at+ (b+te). 
对 于 任何 向 量 a, 有 
4 十 0 一 4， 
4 十 (一 4) 一 0， 
对 于 任何 向 量 a,b, 有 不 等 式 ( 称 为 三 角形 不 
等 式 ) 
latb|l<lal+|b|, 
当 a,b 不 平行 时 , 它 在 几何 上 表示 三 角形 两 边 之 
和 大 于 第 三 边 . 
向 量 加 法 的 定义 1.1 可 以 推广 到 任意 有 限 个 图 1-7 
向 量 的 加 法 ,又 因为 加 法 满足 结合 律 ,所 以 
ai 十 ar 十 … 十 G， 
是 有 意义 的 . 从 Ai 出 发 接连 作 AA; 二 a ,AsA; 二 as，…,A, Anii 一 a, 得 折线 
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AiAsA;…A,ii( 如 图 1-7), 则 向 量 AA 即 为 所 求 个 向 量 @i ,qs，…,as 之 和 . 
上 述 三 角形 不 等 式 ,也 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 向 量 的 情形 ， 
la taea, |AS|ol 直 [a [a |: 
向 量 的 减法 是 作为 加 法 的 道 运算 来 定义 的 . 
定义 1.3 向量 a 与 向 量 b 的 差 是 一 个 向 量 , 记 为 a 一 b, 它 与 减 向 量 b 的 和 
就 是 被 减 向 量 a, 即 
(a—b) 二 b=a, 
如 图 1-8. 
根据 这 个 定义 ,再 由 加 法 的 三 角形 法 则 ,我 们 B 
得 到 a 一 b 的 作 图 . 以 一 点 O 为 公共 始点 , 作 向 量 
A=a,O=b, 则 BB 即 为 a 一 b. 或 叙述 为 :将 两 个 8 
已 知 向 量 移 到 同一 始点 , 则 由 减 向 量 的 终点 到 被 
减 向 量 的 终点 的 向 量 即 为 二 向 量 的 差 向 量 . 区 a 2 
根据 减法 的 定义 ,我 们 有 : 图 1-8 
a—b=a 二 (一 b)， 
即 减 去 一 个 向 量 就 等 于 加 上 它 的 相反 向 量 . 这 是 因为 
[Ca++(—b)J+b=a+++[(—b)+bj=a+0 =a, 
于 是 由 减法 的 定义 得 a 十 (一 b) 二 a 一 b. 
这 样 ,我 们 就 把 减法 变 成 了 加 法 ,用 不 着 再 研究 减法 的 运算 律 了 , 


3. 向 量 的 数 乘 


定义 1.4 实数 4 与 向 量 a 的 乘积 是 一 个 向 量 , 记 为 ia. 它 的 模 |)a | 三 
1Allal, 它 的 方向 , 当 ) 福 0 时 与 a 同 向 ; 当 4<0 时 ,与 a 反 向 (如 图 1-9). 
直观 地 说 , 数 4 乘 向 量 a 就 是 将 向 量 a 同 
1>0 4<0 ”向 或 反 向 伸 长 |X| 售 . 
显然 , 当 X= 二 0 或 a=0 时 ,Xa 是 零 向 量 . 


到 _ 长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 任何 非 零 
向 量 a 的 单位 向 量 记 为 a ,于 是 = 人- 因此 
任何 非 零 向 量 a 都 可 以 写成 

图 1-9 a= |ala’". 


数量 与 向 量 的 乘法 满足 结合 律 和 两 个 分 配 律 , 即 对 任意 实数 4,y 和 任意 向 


a 
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量 a,b, 有 
Ala) = (MA)a; (1. 1) 
QA++p)a=Xha+t pa; {1 2) 
AM(Ca 十 D) 一 Ma 十 人. (1 8) 


我 们 来 证 明 这 些 性 质 . 要 证 明 等 式 两 端的 向 量 相 等 ,由 定义 需 证 明 它 们 是 
同 向 等 长 的 . 

先 证 (1. 1) 式 . 等 式 两 端的 向 量 Ca) 及 (CAux)a 的 模 都 等 于 |X||y|1al. 再 看 
方向 , 当 4 与 yy 同 号 时 ,A(ya) 和 (Xpy)a 都 与 a 同 向 ; 当 4 与 1 反 号 时 ,A(jm) 和 
(Xpy) a 都 与 a 反 向 . 因此 向 量 A(jym) 和 (Xpy)a 模 相 等 ,方向 相同 , 故 它们 相等 . 如 
果 ) 和 jy 中 有 一 个 为 零 , 或 a 为 零 向 量 , 则 XCjm) 及 (Xp)a 皆 为 零 向 量 , 故 它们 也 
相等 ,所 以 (1. 1) 式 成 立 . 

(1.2) 式 留 给 读者 证 明 . 

再 证 (1. 3) 式 . 当 4 及 a,b 有 一 个 是 零 时 , (1. 3) 式 显然 成 立 , 因 此 只 要 考虑 
a,b 及 A 都 不 为 零 的 情形 : 

(1) 当 a 与 六 不 平行 时 (如 图 1-10). 若 0 时 , 则 A 疡 =a,A 访 =a ,EC=b， 
万 方 一 水. 由 于 AAAECoAADB, 所 以 A 方 王 AC. 又 因为 ACE 一 oa 十 0, 所 以 有 A 方 一 
XA(a 十 b). 另 一 方面 A 记 一 A 访 十 D 记 Xa 十 如 ,所 以 A(a 十 b) 二 Xa 十 2b. 


人 
自生 


1=10 
当 4<0 时 的 证 明 请 读者 补 出 . 
(2) 当 4a 与 b 平行 时 ,这 时 5 可 以 表示 为 5 一 ya (为 什么 ?)， 
于 是 
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Alat+b)=A(at a)=AC(l+p)a)=A(li+ pa 
一 (A 十 Mpa 一 Ma 十 Ja 一 Ma 十 MCA ) 一 Ma 十 人 . 口 
由 上 面 的 讨论 我 们 得 到 ,向 量 的 加 法 和 数 乘 向 量 ( 称 为 向 量 的 线性 运算 ) 与 
实数 及 多 项 式 的 相应 运算 满足 相同 的 运算 律 ,因此 对 向 量 加 法 和 数 乘 向 量 可 以 
像 实数 及 多 项 式 一 样 去 进行 运算 . 


4. 共 线 及 共 面 向 量 的 判定 


定理 1.1 向 量 b 与 非 零 向 量 a 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 实数 4 ,使 
b=Xa. (1. 4) 
证 充分 性 车 4 二 0, 则 Xa 为 零 向 量 , 即 b 为 零 向 量 ,显然 b 与 a 共 线 . 
若 天 0, 由 数 乘 向 量 的 定义 ,na 与 a 同 向 或 反 向 , 即 Xa 与 a 共 线 , 即 b 与 a 
共 线 . 
必要 性 ” 若 b 二 0 , 则 取 4=0. 


若 5 去 0 , 则 取 4, 使 IX| 二 LL, 当 45 与 a 同 向 时 ,4 取 正 号 ; 当 b 与 4 反 向 时 ， 


lal* 
4 取 负 号 . 这 时 就 有 b= 二 Xa (请 读者 根据 数 乘 向 量 的 定义 自行 验证 ). 口 
推论 1.1 两 个 向 量 a,b 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 实数 ,nu 
使 得 
Xa 二 1b=0. (1. 5) 
证 充分 性 不 妨 设 0, 于 是 有 5 一 一 4a, 则 5 与 a 共 线 . 


必要 性 ”车 a,b 全 为 零 则 显然 成 立 ,不 妨 设 a 取 0 , 则 由 a,b 共 线 及 定理 
1.1, 存 在 实数 ,使 得 b= 二 ka ,于 是 有 ka 一 b 一 0.; 取 4 二 k,n 二 一 1, 即 可 得 (1. 5) 
式 . 口 

定理 1.2 车 a,b 不 共 线 , 则 向 量 c 与 a,b 共 面 的 充 要 条 件 是 存在 实数 4， 
4'， 使 得 

c=hat pw. (1. 6) 

证 充分 性 ”由 数 乘 向 量 及 向 量 加 法 的 定义 ,得 到 c 是 以 Xa 和 jb 为 邻 边 
的 平行 四 边 形 的 对 角 线 向 量 ( 如 图 1- 让 ), 所 以 Xa ,wb 与 c 共 面 ,因而 c 与 a,b 
共 面 . 

必要 性 ”从 一 点 O 作 OZ =a,O 站 =b,OCE==c( 如 图 1-12) ,于 是 OC 在 OA 和 
OB 所 决定 的 平面 上 . 由 C 分 别 作 OB ,OA 的 平行 线 , 与 直线 OA,OB 分 别 交 于 A’ 
和 了 /点 ,于 是 有 

OC=0A'+0B. 
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图 1-11 图 1-12 
由 定理 1.1, 存 在 4,p, 使 得 O02 =XOX,08’ 二 yOB. 代 入 上 式 即 得 (1.6) 式 ， 口 
推论 1.2 三 个 向 量 a,b,c 共 面 的 充 要 条 件 是 ,存在 不 全 为 零 的 实数 4,y， 
v, 使 得 
ha+ub+vc=0. yh) 
作为 练习 ,读者 可 以 仿照 推论 1. 1 的 证 明 方 法 ,证 明 本 推论 . 


5. 线段 的 定 比 分 点 


在 用 向 量 解 几何 问题 时 ,为 方便 起 见 , 常 常 在 平面 或 空间 中 选 定 一 点 O 作 
为 起 点 ,而 将 终点 在 A,B,…,P 的 向 量 OX ,GO 方 ,…, GO 方 , 称 为 点 A,B,…,P 的 
半径 向 量 或 定位 向 量 ,简称 向 径 , 简 记 为 4,B,…,P. 这 样 , 就 在 空间 中 的 点 与 它 
的 半径 向 量 之 间 建 立 起 一 一 对 应 的 关系 ,从 而 把 有 关 点 的 讨论 转化 为 有 关 向 量 
的 讨论 . 

在 线段 P, P 上 求 一 点 ,使 得 由 了 P 分 成 的 两 书 瑟 P; 
个 有 向 线段 P1P 与 PP; 的 量 的 比 为 定数 4( 关 一 1)， 


PF 
即 石 记 - 4. 


任 取 一 点 0, 假 定 O 豆 及 OP 为 已 知 . 因为 


五 方 一 人 五 万 ;， O 
即 OP—OP; =XA(OP;—0P), 图 1-13 
(1+AOP=0P -+OP>, 
; _ OP +X0B; 
所 以 有 OP aT 
1 _P, D> 
简 记 为 P= i Cl. 


0 疡 的 终点 即 为 所 求 之 P 点 (P 点 位 置 与 公共 起 点 O 的 选取 无 关 ). 
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公式 (1. 8) 称 为 向 量 形式 的 定 比分 点 公式 . 
线段 AB 的 中 点 为 M ,因为 台 加 一 1, 所 以 


_ 4 十 如 


VE 


(1.9) 


GA+B+C 


3 
(1.9) 式 称 为 线段 中 点 公式 (向 量 形式 ). 
(1. 10) 式 称 为 三 角形 重心 公式 (向 量 形式 ). 
例 ”证 明 平 行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 . 
证 设 ABCD 为 平行 四 边 形 ,AC,BD 的 中 点 分 别 为 E 及 下 ， 


AE= AC=3 AB+BC), 


CL, WO 


由 中 点 公式 得 
AF—> (AD+AB), 
而 A 方 =BCE, 所 以 
AF—3 AB+BC), , A 
故 A 疡 =A 六 , 即 EE 与 重合; 亦 即 AC 与 BD 互 着 和 入 
相 平 分 . 口 
习题 一 


1. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 二 a,B 广 =b, 求 4,BC,CP,DA. 

2. 已 知 平行 四 边 形 ABCD 的 BC 和 CD 的 中 点 分 别 为 民 和 工 , 且 4 并 一 大 ,之 一/， 
求 BCE 和 CVD. 

3. 设 M 是 线段 AB 的 中 点 , 试 证 对 于 任意 一 点 O， 


OM=3(0A+0B). 
4. 设 G 是 AABC 的 重心 , 试 证 对 于 任意 一 点 O， 
OG=3 (0A+OB+OO). 


5. 设 M 是 平行 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 的 交点 ， 试 证 对 于 任意 一 点 0， 
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10. 


11. 


12. 


13., 


14. 


15., 


16. 


OM= - (OA 4 OB+OCHOD). 


MN=3 (AD+BC). 


. 已 知 6 丰 = 产 ,0 方 一 m ,Or 是 以 O 〇 点 为 顶点 的 平行 六 面体 的 三 条 边 , 又 该 


平行 六 面体 过 O 点 的 对 角 线 与 平面 ABC 的 交点 为 了, 求 向 量 OF. 


ayp,c. 试 证 
oa 十 0g 十 cr 
Tie wtbte ' 
. 在 人 ABC 中 ,点 万 与 已 分 别 在 BC 及 CA 边 上 , 且 BD= 二 BC,CE= 半 CA， 


AD 与 BE 交 于 G, 试 证 


间 关 系 式 
latb|>la—b| 及 |a+b| 二 la 一 b| 
分 别 在 什么 条 件 下 成 立 ? 
三 个 向 量 有 公共 的 始点 O, 并 分 别 以 人 ABC 的 顶点 为 终点 . 试 证 
OZ+08+0C=0 
的 充 要 条 件 为 :O 点 是 AABC 的 重心 . 
三 点 A,B,C 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 三 个 均 不 是 零 的 数 2,7mma,m， 使 
mB 二 nC=0 ， /十 m 十 n= 二 0. 
证 明 推 论 1. 2. 
空间 四 点 A,B,C,D, 其 中 无 三 点 共 线 , 则 四 点 共 面 的 充 要 条 件 是 ,存在 四 个 
均 不 是 零 的 数 p,qg,r 和 s，, 使 得 
pA+TgB 十 xC 十 DD 二 0 ， p 十 g 十 r 十 s 二 0. 


三 角形 各 边 依 次 以 同比 分 之 , 则 三 个 分 点 所 成 的 三 角形 必 与 原 三 角形 有 和 相 
同 的 重心 . 即 已 知人 ABC 三 边 AB ,BC,CA 上 各 一 点 工 ,M,N, 有 
AL_BM_CN 
LB ME NA” 


且 AABC 的 重心 为 G, 八 LMN 的 重心 为 W. 试 证 G 与 W 重合 . 
已 知 空间 四 边 形 ABCD, 四 点 M,N,P,Q 分 别 将 AB,AC,DB,DC 以 同比 
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分 之 ， 即 
AM_AN_DP_DQ 
MB NC PB QC， 


试 证 MNQP 是 平行 四 边 形 . 
17. 已 给 不 共 线 向 量 G 人 一 a,0 方 一 0, 试 求 一 个 向 量 c, 使 它 与 AOB 的 角 平 分 
线 平行 . 


$ 2 向 量 的 内 积 


1. 向 量 的 夹 角 

两 个 非 零 向 量 a,b 之 间 的 夹 角 ,是 指 将 它们 移 a 
到 同一 始点 所 得 到 的 那个 在 0 和 之 间 的 角 ( 如 图 of 
2-1), 记 为 (a,b). 于 是 , 当 a,b 方向 相同 时 ， pa b 


了 (ab)= 二 0; 当 a,b 方 向 相反 时 , 人 人 (a,b) 二 x; 
(ab)=A(bya). 当 ;% 记 0 时 ,Qa,b) 二 人 (a， 
b); 当 A<=0 时 ,GQa,b)=x— (a,b). 


2. 向 量 的 射影 


一 个 点 卫 在 一 个 轴 &g 上 的 射影 ,是 通过 已 且 垂 直 于 g 的 平面 与 g 的 交点 
P'( 如 图 2-2). 


图 2-2 

定义 2.1 向 量 PiB; 在 轴 g 上 的 射影 ,是 指 由 PiP; 的 始点 Pi 和 终点 P。 

在 g 上 的 射影 Pi 及 P, 所 得 到 的 g 轴 上 的 有 向 线段 PP， 的 量 , 记 为 Prjs 
PP:( 如 图 2-3). 
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于 是 有 
引 理 2.1 ”向量 PiPi 在 轴 g 上 的 射影 ， 
等 于 向 量 的 模 乘 以 该 向 量 与 轴 的 夹 角 0 的 余 
弦 ( 如 图 2-4), 即 
Prj, Pi1P;= |P,P; |cos 0. 
推论 2.1 相等 的 向 量 在 同一 轴 上 的 射 
影 相 等 . 
图 2-4 推论 2.2 ”两 向 量 之 和 在 一 轴 上 的 射影 
等 于 它们 的 射影 的 和 ， 
即 Prj, (at+b)=Prjsa Prj,b. 
推论 2.3 数 乘 向 量 在 一 个 轴 上 的 射影 等 于 该 数 乘 以 向 量 在 此 轴 上 的 射 
影 , 即 


Prjs (Ca ) 王 人 (Prjsa ). 
推论 2. 2 还 可 以 推广 到 任意 有 限 个 的 情形 (如 图 2-5). 


P, 
p 1 
Pn ! Pp; 1 > 
1 7 / 
\ 1 1 1 3 总 
i 1 1 | 党 7 
A 过 Pp Rp S 
图 2-5 


我 们 以 后 说 向 量 a 在 向 量 上 的 射影 , 即 是 指向 量 a 在 与 向 量 b 同 向 的 轴 
上 的 射影 ,因此 上 述 引 理 及 其 推论 都 可 以 使 用 . 我们 记 向 量 a 在 向 量 上 的 射 
影 为 Prjva ,于 是 有 


Prjsa=|al|cos/ (a,b), 《入 1 
Prjy (ai tas)= Prjsai + Prjsas y (22) 
Prj, (Nha)=AC(Prjsa). 23 


3. 向 量 的 内 积 


定义 2.2 两 个 向 量 a,b 的 内 积 是 这 两 个 向 量 的 模 乘 以 它们 的 夹 角 的 余 
弦 , 记 为 己 .五 , 即 

a*b=|al|lb|lcos/ (a,b). (2. 4) 

内 积 是 一 个 数量 ,又 称 数量 积 . 内 积 乘 法 常用 一 个 点 来 表示 (也 可 省 略 不 
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写 ) ,所 以 内 积 又 称 点 积 ,a*b 读 成 “a 点 b”. 

特别 地 , 当 a,b 有 一 个 是 零 向 量 时 ,它们 的 内 积 为 零 , 即 a，0=0 .b==0. 

应 用 内 积 的 定义 ,我们 可 以 解决 哪些 几何 问题 呢 ? 

(1) 设 a,b 为 二 非 零 向 量 , 当 人 和 (a,b) 二 方 , 即 a b 时 ,cos 了 (a,b) 二 0, 所 以 
a*b= 二 0; 反 之 , 当 a。，b= 二 0 时 ,因为 |a| 关 0,|b| 关 0, 所 以 cos 一 ab) 三 0. 即 
和 (a,b) 二 他 , 亦 即 a lb. 因此 我 们 得 到 

定理 2.1 两 个 非 零 向 量 垂直 的 充 要 条 件 是 它们 的 内 积 为 零 , 即 a_|b 对 
a* b=0. 

(2) 我 们 还 可 以 应 用 公式 (2. 4) 来 计算 二 非 零 向 量 的 夹 角 ， 

a*b 
O82 asb) = TT (2,. 5) 


由 (2. 5) 又 可 得 到 二 非 零 向 量 a,b 的 夹 角 有 如 下 结论 : 

一 (a, 思 为 锐角 富 a* b>0; 

一 (Ca,b) 为 钝 角 全 a， 0 天 0， 
(3) 利 用 内 积 来 计算 向 量 的 长 度 . 对 于 任意 向 量 a, 由 公式 (2. 4) 得 

a* a=|allalcos 0= |a|’, 
记 &。4 一 & ,于 是 
[al= we. (2. 6) 
(4) 可 以 计算 一 个 向 量 在 另 一 个 向 量 上 的 射影 . 因为 Prjya 二 |a|cos 人 (a,b)， 

所 以 公式 (2. 4) 可 以 表示 为 


a* b=|b|Prja(=|al|Prj,b), (2. 4)’ 

于 是 有 Prjia=9 iT (2.7) 
内 积 运算 满足 如 下 运算 律 : 对 于 任意 向 量 a,b,c 及 任意 实数 ,有 

a*，b 二 b，a. (交换 律 ) (2. 8) 

(Ma)。b 二 A(a*b). (与 数 乘 的 结合 律 ) C2, 9) 

a* (b 十 c) 二 a，b 十 a*，c. (分 配 律 ) (2. 10) 


注意 到 一 (a,b) 一 一 (bp,a) ,公式 (2.8) 由 定义 可 以 直接 得 到 ， 
公式 (2.9) 及 (2. 10) 可 用 射影 来 证 明 : 
由 内 积 的 表示 式 (2. 4) 以 及 (2. 3) 式 和 (2. 2) 式 ,我 们 有 
Ma * b=|b|Pr,Na)=|b| Prsa) 
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一 人 (|8|Prjsa) 一 Ca。D); 

a* (bi+e)=|a|Prj, (be)= |al| (Prjsb Prje) 

=|a|Prjb 二 lalPrjc=a* bi+a*ce. 

运用 以 上 算 律 ,我 们 有 

a* (bie)=Aa * bitpa * ce, 

及 (ai+b)* (ci+d)=a* cta* di+b*ctib*d, 
(at+b)’=a’:+T2a* bib 

等 等 , 即 内 积 可 以 像 多 项 式 一 样 去 进行 运算 .但 需 特 别 注意 : 

(1) 三 个 向 量 作 内 积 “a。b，c” 无 意义 ,但 (a bc 及 a(b*c) 有 意义 ,前 者 
指数 量 (a，* b) 乘 向 量 c, 后 者 指数 量 (b* ce) 乘 向 量 a, 一 般 地 说 ,它们 表示 两 个 不 
同 的 向 量 . 

(2) 消 去 律 不 成 立 , 即 a*b= 二 a*。c, 且 a 关 0 推 不 出 8 一 c. 这 是 因为 内 积 为 零 
时 ,不必 至 少 有 一 个 因子 向 量 为 零 . 

例 1 用 向 量 证 明 三 角形 三 边 上 的 高 线 交 于 一 点 . 

A 证 设 AABC 三 边 上 的 高 线 分 别 为 AD ,BE 

ly 和 CF( 如 图 2-6). 
(分 析 : 要 证 AD, BE,CF 交 于 一 点 ,只 需 证 
EE ”AD 与 BE 的 交点 日 也 在 CF 上 , 即 证 CH 垂直 于 


AB 就 行 了 . ) 
下 D 5 设 AD,BE 交 于 要 ,在 平面 上 任 取 定 一 点 0， 
0 且 A,B,C,D,E,F, 晶 诸 点 的 定位 向 量 记 为 A,B， 
图 2-6 C,D,E,F,H. 因为 A 让 | BC, 所 以 
A . BE=0,(H—A). (C—B)=0, 
H.C—H:B—A.:C+A.B=0. OD 


又 因为 B 疗 | CXA, 所 以 
BF . CA=0,(H—B). (4—C)=0, 


H*:A—H:C—B.A+B.cC=0. © 
Q@ 两 式 相 加 得 
H.:A—H‘.B—A.:C+B.cC=0, 
即 H.: (A—B)—C. (4 一 B) 一 0， 
(H—C) 。(4 一 B) 一 0， 
cB. BA=0. 


所 以 C 疗 | XA 方 , 故 互 在 CF 上 . | 国 
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例 2 用 向 量 证 明 三 角形 余弦 定理 , 即 人 ABC 中 ， A 
c=a:b:—2ab cos C， 
此 处 a,b,c 是 全 A, 了 B,C 对 边 的 边 长 (如 图 2-7). c b 
证 “因为 有 方 一 C 方 一 C 信 ,所 以 
(A 方 ): 一 (C 方 一 CA): 
=CP:+cA:—2 CP.cA, 
即 2-7 
|28|:=|CB|:+|cA|:—2|CB|I|CA|cos (CB,cA). 
已 知 |4 记 |=c,|BCE|=a,|CO2A|=6, 了 (C0 让 ,CX)==C, 代 入 上 式 得 
c =a 二 6 ~—2ab cos C. 口 
例 3 证 明 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 
la bl<lallbl. 
证 一 因为 |cos 作 (a,b) | 过 1, 由 内 积 表 示 式 (2. 4) 即 可 得 . 
证 二 用 内 积 的 性 质 推 证 . 
对 于 任意 实数 xz, 有 
(十 动 ) 2 一 42 十 2za。z1 十 并 2 之 0 
(这 是 因为 左 端 是 一 个 向 量 的 模 的 平方 , 故 大 于 等 
于 0). 把 它 看 做 是 关于 z 的 一 个 二 次 三 项 式 , 所 
以 应 该 有 判别 式 
Ca。1)2 一 |a|l2: 15|2<<0 
(这 是 因为 y= FCz) 王 开 z2 十 2za，。D8 十 之 0, 所 


B 革 c 


0 F 
区 以 方程 f(x) 二 0 不 可 能 有 两 个 不 等 实 根 , 即 y= 
f(z) 的 图 像 不 可 能 与 z 轴 有 两 个 不 同 的 实 交点 
(如 图 2-8) ,所 以 判别 式 小 于 等 于 零 ). 口 
习 题 二 


1. 下 列 等 式 是 否 正确 ? 
lala 一 a: ; @ a(b* b)=ab’; @ a(a* b)=a: . b; 
@(a*b)’=a* b’; la.* bc=a(b 。c). 

2. 举 出 一 个 反例 ,推翻 下 述 命题 : 
“ 若 a*b=a。c,E aA0 , 则 b=c.” 

3. 已 知 三 个 非 零 向 量 a,b,c, 求 证 向 量 a 分 别 与 下 列 二 向 量 垂直 : 
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外 


10. 


11. 


12. 


13， 


14. 


i 5 一 全 2 


.已 知 |a =8,1b| 二 5, 人 (a,b) 一 全, 求 a “b. 


已 知 |a| 一 3,1b| 二 2, 人 (a,b) 一 对 , 求 : 


@(3a 十 20)。(2a 一 50); GO@3a 十 2 与 24 一 5b 的 夹 角 . 


. 设 a 十 b 十 c= 二 0,la|==3,|b|==2,|c|= 二 4, 求 a，b 十 b，c 十 c*a. 
.已 知 |a|==3,1b|= 二 5,a 和 b 不 共 线 , 试 确定 常数 上 ,使 4a 十 kb 和 a 一 kb 垂直 . 
.。 设 三 非 零 向 量 a,b,c 等 长 , 且 两 两 互相 垂直 .求证 a 十 b 十 c 与 a,byc 所 夹 之 


角 相 等 . 
证 明 三 角形 三 条 中 线 长 度 的 平方 和 等 于 三 边 长 度 的 平方 和 的 子 . 


求证 空间 四 边 形 四 边 的 平方 和 等 于 二 对 角 线 的 平方 和 加 上 二 对 角 线 中 点 连 
线 的 平方 的 4 倍 ， 

如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 楼 互相 垂直 , 则 第 三 对 对 棱 也 必 垂 直 , 而 且 三 对 对 
棱 平方 和 相等 . 

对 于 任意 四 边 形 ABCD ,证明 :有 A 记 .CC 方 十 BE .AVD+CA .BD=0. 

已 知 两 个 非 零 向 量 4,D, 求 证 : 

@ (at+b)* (a—b)=a’—b; 

@ (a 二 +b) ?十 (a 一 b)* 二 2(qa: 十 bY). 并 说 明 每 个 等 式 的 几何 意义 . 

设 忆 为 平面 上 单位 图 周 上 的 任意 一 点 ,O 〇 为 圆心 ,Ai,As,…,A, 为 圆 内 接 
正 n 这 形 的 顶点 , 试 证 : 

@ OA+OA,++-…+0A,=0;  ®@ PA 二 +PA,++… 十 PA,== 常 向 量 . 


“15. 设 一 个 四 边 形 各 边 之 长 是 aypycyd, 且 其 对 角 线 互相 垂直 .求证 :各 边 之 长 


面 


也 是 aypicyd 的 任意 一 个 四 边 形 的 两 条 对 角 线 也 必 互 相 垂 直 ， 


$3 向 量 的 外 积 


1. 外 积 的 定义 


设 有 不 共 面 的 三 个 向 量 a,b,c, 将 它们 移 到 同一 始点 , 则 a, 决定 一 个 平 
,而 < 指向 平面 的 一 旁 . 将 右手 四 指 并 拢 与 姆 指 分 开 , 使 四 指向 掌心 弯曲 的 方 
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向 ,表示 从 a 的 方向 经 过 小 于 平角 的 转动 达到 b 的 方向 ,此 时 车 姆 指 方向 与 c 方 
向 指向 平面 的 同一 旁 , 则 称 向 量 组 (a,b,c) 构 成 右手 系 ( 如 图 3-1 甲 ) ,否则 称 为 
左手 系 ( 如 图 3-1 乙 ). 


图 3-1 甲 图 "3-1 世 
容易 看 出 , 若 (a,b,c) 是 右手 系 , 则 (b,c,a),(c,a,b) 也 都 是 右手 系 ,而 (b,a， 
c) 及 (c,b,a) 都 是 左手 系 . 
定义 3.1 向 量 a 与 b 的 外 积 是 一 个 向 量 , 记 为 aXb, 它 的 长 度 
laXxb|=|al||b|sin/ (a,b), La 于 
它 的 方向 垂直 于 a,b, 且 (a,b,aXb) 构 
成 右手 系 ( 如 图 3-2). 
外 积 是 一 个 向 量 , 所 以 又 叫 向 量 
积 ,也 叫 叉 积 ,aXz 读 作 “a 又 b”. 
特别 地 , 当 a==0 或 b=0 时 ,aXb 
三 人 
应 用 外 积 的 定义 ,可 以 解决 下 列 = 
几何 问题 : 
(1) 计 算 平行 四 边 形 的 面积 . 
以 a,b 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 
SJ=|allblsin/ (a,b). 


于 是 So 二 |aXb|, 即 外 积 的 模 是 以 a,b 为 邻 
边 的 平行 四 边 形 的 面积 (如 图 3-3) ,这 就 是 外 me 
积 的 模 的 几何 意义 . 

AABC 的 面积 为 | 


Sanc— 记 |ABXAT. 


A,B,C 三 点 共 线 避 ABXAC=0. 


axb 
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(2) 判 断 二 向 量 是 否 共 线 . 

设 a,b 为 二 非 零 向 量 , 若 a/b; 则 有 过 (a,b) 二 0 或 人 (a,b) 二 x 
sin 了 (a,b)= 二 0, 所 以 laXb|= 二 0,aXb==0 .反之 , 若 aXb= 二 0 , 则 有 |aXxpbl 三 0， 
因为 a 关 0 ,b 关 0 ,所 以 sin 了 (a,b) 二 0, 了 了 (a,b)= 二 0 或 (a,b) 王 x, 所 以 a//b. 
于 是 我 们 有 

定理 3.1 二 非 零 向 量 共 线 的 充 要 条 件 是 外 积 为 零 , 即 

a/b < 一 aXb=0. 
(3) 计 算 二 向 量 的 夹 角 . 
由 公式 (3. 1) 得 到 


l _ laxb| 
sin/ (a,b)= aT Tal 
(4) 求 与 二 已 知 向 量 丝 垂直 的 向 量 . 

因为 外 积 aXb 的 方向 是 既 垂 直 于 a ,又 垂直 于 b, 所 以 同时 垂直 于 a 及 的 


向 量 必 可 表示 为 XC(aXb)( 如 图 3-4). 


《3.2 


图 3-4 图 3-5 


(5) 求 点 了 到 直线 1 的 距离 . 
在 直线 1 上 , 任 取 定 一 向 量 A 户 , 则 由 外 积 的 模 的 几何 意义 (如 图 3-5) ,可 得 
点 了 到 1 的 距离 为 


22X28| 
| 再 | 
2. 外 积 的 性 质 
外 积 运算 满足 如 下 运算 律 ,对 于 任意 向 量 a,b,c 及 任意 实数 人 ,有 
aXb 二 一 bXa. ( 反 交 换 律 ) (3. 3) 
ia Xb 二 XA(aXb). (与 数 乘 的 结合 律 ) (3. 4) 
(a 十 b) XXc= 二 aXc 十 bXce. (分 配 律 ) (3. 5) 


《3, 3) 式 和 (3. 4) 式 由 外 积 的 定义 即 可 得 到 . 
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(3. 5) 式 的 证 明 如 下 : 

首先 ,车 a,b,c 其 中 有 一 个 为 零 时 ， 
《3. 号 式 成 立 ， 

其 次 ,显然 只 需 对 e 是 单位 向 量 的 
情形 证 明 (3. 5) 式 成 立即 可 ,因为 在 一 般 
情形 下 ,再 应 用 (3. 4) 式 即 可 得 到 ， 

向 量 a 在 一 个 平面 上 的 射影 向 量 是 
以 a 的 始点 在 平面 上 的 射影 为 始点 ,a 图 3-6 
的 终点 在 平面 上 的 射影 为 终点 的 向 量 . 
显然 ,相等 的 向 量 在 同一 平面 上 有 相等 的 射影 向 量 , 向 量 和 的 射影 向 量 等 于 射 
影 向 量 的 和 (如 图 3-6). 

引 理 3.1 设 a 在 与 c 垂直 的 平面 c 上 的 射影 向 量 为 a'( 如 图 3-7), 则 aXe 
= Xe 

证 |aXc|=|al|l|c|sin 0，0 一 一 (ayc)， 


队 


Ap 因为 和 (a',c)== 广 ,所 以 
加 1 
2 | la Xe|=|a’||lclsin/ (a’,c)=|a’|l|cel. 
i 1 
因为 和 Ca,q) 一 下 一 9, 所 以 cos 和 (a',a) 一 
1 
1 


sin 0, 于 是 |a|sin 96==|alcos 人 (a ,a)=|a’|, 
故 |aeXc|l 王 |a Xcel. 
axc la',axc|lec, 于 是 垂直 于 由 a,ec 
决定 的 平面 8B, 且 (a,c,aXc) 组 成 右手 系 . 
图 3-7 qa’ Xe 垂直 于 a 及 c, 于 是 垂直 于 由 a' 与 c 所 
决定 的 平面 . 因为 a 与 a,c 共 面 , 所 以 a Xe 
也 垂直 于 平面 8, 于 是 aXce 与 a Xe 共 线 .又 由 (a ,c,a Xe) 组 成 右手 系 ,以 及 从 
aya' ,ca' Xe 的 几何 位 置 分 析 ( 如 图 3-7) 可 得 (a,c,a’ Xe) 亦 为 右手 系 ,所 以 aX 
c 与 a’ Xe 方向 相同 . 口 
引 理 3.2 设 |c|==1,a' 是 与 c 垂直 的 
平面 a 上 的 一 个 向 量 ( 如 图 3-8) ,a' 在 平面 
a 内 绕 始 点 顺 时 针 旋 转 90 得 a1; 则 aj 二 
a’ Xe. 


证 明 是 明显 的 ,只 要 验证 一 下 它们 的 图 3-8 
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模 相等 .方向 相同 即 可 . 

我 们 把 引 理 3. 1 与 引 理 3. 2 结合 在 一 起 得 : 

设 c? 为 单位 向 量 , 向 量 a 与 ce" 的 外 
积 aXe 是 将 a 在 与 c" 垂直 的 平面 a 上 
的 射影 向 量 a“ 绕 a 的 始点 在 a 内 顺 时 针 
旋转 90" 所 得 的 向 量 ( 如 图 3-9). 

设 c" 是 单位 向 量 ,我 们 现在 证 明 

(a+b) Xe =aXe tbXe'. 

设 a,b ,a 十 b 分 别 是 a,b,a 十 b 在 
与 c" 垂直 的 平面 上 的 射影 向 量 , 且 a ,b'， 
a 十 b 也 组 成 一 个 三 角形 (如 图 3-10). 这 
时 由 引 理 3.2,a Xe? ,b’ Xe 与 (a' 十 b)Xe" 可 以 相应 地 由 a ,b' ,a 十 b' 顺 时 针 
旋转 90" 得 到 ,上 且 a’ Xe? ,b’ Xe,(a’ 十 b’) Xe 仍 为 一 三 角形 . 因此 ,由 向 量 加 法 
的 三 角形 法 则 ,有 


图 3-9 


(a’+b) Xe =a Xe tb Xe'. 


3-10 


再 由 引 理 3. 1 即 得 
(ai+b)Xe =aXe’+bXxe'. 口 ] 
注意 在 向 量 的 外 积 运 算 中 ,消去 律 不 成 立 , 即 由 aXb 二 aXc 且 a 关 0 推 不 
出 5 二 c. 这 是 因为 外 积 为 零 时 ,两 个 因子 中 不 必 至 少 有 一 个 是 零 的 缘故 . 


3. 外 积 的 应 用 举例 

例 1 证 明 以 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 为 SR 
邻 边 组 成 的 另 一 平行 四 边 形 的 面积 等 于 原来 PA A 
平行 四 边 形 面 积 的 2 倍 . 


证 设 原平 行 四 边 形 的 两 个 邻 边 上 的 向 


量 为 a,b( 如 图 3-11), 则 该 平行 四 边 形 的 面积 a 
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为 laXb|. 它 的 两 条 对 角 线 上 的 向 量 分 别 为 a 十 b 及 a 一 b, 则 以 a 十 b 及 a 一 b 为 
邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 | (a 十 5)X (a 一 b)|. 而 
(ai+b)X (a—b)=aX (a—b)+bX (a—b) 
=aXa—aXbibXa—bXb, 


又 因为 aXa=0, bxb=0, bXa=—axXb, 
所 以 (ai+b)X(a—b)=—2aXb=—2(aXb), 
因此 |(atb)X (a—b)|=2|axbl. 口 | 
例 2 用 向 量 证 明 三 角形 的 正弦 定律 , 即 人 ABC 中 
公道 让 
sinA sinB sinC” 
证 ”如 图 3-12, 记 A 方 一 c,AE 一 ,了 CE 一 ua, 于 是 B8 
c 十 4 一 六 ,因此 有 
bXce=(c+a) Xe=eXctaXc=aXe, 5 S 
aXb=aX (c+a)=aXc+aXa=aXe, 
即 有 bXc=aXc=aXb, p & 
因此 IbXc|=|aXc|=|aXxb|, 图 3-12 
于 是 


Ibllelsin/ (b,c)=|al|c|lsin/ (ayc)=|al|b|sin (a,b). 
因为 (b,c)= /A, /lac)=rx— LB,/(a,b)= LAC, Na|=a,|b|=,, 
le| 三 c, 所 以 有 
bcsin A=acsin B=absin C， 
即 得 正弦 定律 . 口 
例 3 对 于 不 共 线 的 两 非 零 向 量 a,b, 证 明 
(aXb):=a:b:— (a b)’, 
并 由 此 推出 关于 三 角形 面积 的 三 斜 求 积 公式 (也 称 海伦 (Heron) 公 式 ) 
Sanpc — ss—as—b(s—e), 
此 处 a,6,c 是 AABC 三 边 之 长 ,s 是 AABC 周 长 之 半 , Sansc 表示 人 入 ABC 的 
面积 . 
证 由 外 积 定义 ,有 - 
(axb)’ =|laXb|’:=|a|l’|bl’sin A (a,b); 
由 内 积 定 义 , 有 
(a*»b)’:=|al’*|b|’cos: A (a,b), 
所 以 有 
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(aXxXb):=a’b’— (a b)’, 


设 入 ABC 三 边 上 的 向 量 为 BC =a,CA=b, A 

一 c( 如 图 3-13), 则 有 
a 十 十 c 一 0, 即 a 十 2 一 一 c. 4 
两 边 平方 ,再 移 项 得 
TY B 3 4 
a* b=5(c a —b’). 
图 3-13 
另 一 方面 ， 
Sanc— 广 laXbl ,lal=a, 
|5|=6, |e|=e, 

所 以 


(SAac)2 一 工 [az 下 一 二 (一 至 一 范 )5 
= C2abt (ea —6)IC2ab— (Cc:—a? —b?)) 
= — (a—b)*ICCat6)’ —e) 
=(cta—b) (cat atbte atb—e). 


将 :一 去 (a 十 6 十 c) 代 人 得 
Saagpc = Vs(s—a)(s—b)(s—e). 口 


习 是 三 


1. 根据 外 积 运 算 满 足 的 运算 律 证 明 :; 对 于 任意 向 量 a,b,c 及 任意 实数 和 人 ,有 
QaXiWb=ia Xb; 
@iha Xph=Au(aXb); 
Q@axX (bi+ec)=aXb+aXe. 
(证 明 的 每 一 步 ,都 要 注 明 所 根据 的 运算 律 . ) 

2. 下 面 两 个 等 式 对 任意 向 量 a,b 成 立 吗 ? 并 说 明理 由 . 
Dlat+bh) Xat+b)=aXat+2aXbi+bxb; 
@(atb)X(a—b)=aXa—bxXb. 
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3. 求证 (aXb) < 委 o 大 ,并 求 等 号 成 立 的 条 件 , 并 对 上 述 不 等 式 作 出 几何 解 杰 “. 

4. 已 知 二 非 零 向 量 a,b, 求 a 十 b 与 a 一 b 共 线 的 条 件 . 

5. 已 知 向 量 a,b,c,d 满足 条 件 aXb 二 cXd=aXc=bXd, 证 
明 a 一 d 与 b 一 c 共 线 . 

6. 已 知 二 非 零 向 量 a,b, 求 k 值 ,使 ha 十 b 与 a 十 kb 共 线 ， 

7. 设 G 为 人 ABC 的 重心 ,求证 :G 将 AABC 分 成 的 三 个 三 角形 面积 相等 , 即 
SAaaas 一 SAcac 一 SAcca， 

8. 试 举 一 反 例 说 明 对 于 向 量 的 外 积 运算 ,消去 律 不 成 立 , 即 推翻 下 述 命题 :“ 若 
aXb=aXc, 有 a0 , 则 b=c.” 


$4 混合 积 和 双重 外 积 


这 一 节 介 绍 三 个 向 量 之 间 的 乘法 . 
1. 向 量 的 混合 积 


定义 4.1 向 量 a 与 的 外 积 ,再 与 向 量 e 作 内 积 , 结 果 是 一 个 数量 , 称 为 
三 向 量 依 顺序 a,b,c 的 混合 积 , 记 为 (a,b,c), 即 
(asbyc)=(aXb) .cc. (4. 1) 
我 们 可 以 从 图 4-1 考查 混合 积 (a,b,c) 的 几 
何 意 义 . 
(asb,c)=(aXb)*ce 
=|aXbl|lc|lcos/ (aXb,c) 
=|aXb|Prjxoc. 
1” 当 a,b,c 组 成 右手 系 时 (如 图 4-1),aXb 
与 c 指向 a,b 所 决定 的 平面 的 同一 侧 , 人 (aX5b， 


<3 ,Priooc>0, 所 以 (a,b,e)>>0. 有 反之 ; 闫 (as 


b,c) 二 0, 则 有 a,b,c 组 成 右手 系 . 
2” 当 qa,b,c 组 成 左手 系 时 (如 图 4-2) ,A(aXb,e)>1Priexe<<0, 所 以 (a， 


b,c) 0;, 有 反之 s 关 (a sbsc)<0 则 QyD,c 是 左手 系 . 
因为 c 在 aXb 上 的 射影 Prjsxsc 的 绝对 值 |Prjsxsc | 就 是 以 a,b,c 为 邻 边 的 
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平行 六 面体 的 高 h, 而 |aXb| 是 以 a 和 4b 为 邻 
边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 即 上 述 平行 六 面体 的 
底面 积 ,所 以 我 们 有 
| (a,b,c)|= |aXb| |Prioxoc | 
=|aXblh, 
即 混合 积 (a,b,c) 的 绝对 值 是 以 a,b,c 为 邻 边 
的 平行 六 面体 的 体积 . 


Pes 根据 混合 积 的 定义 及 上 述 几 何 意 义 , 我 们 
容易 得 到 混合 积 的 下 述 性 质 : 
D(a,a,c)=0; (4. 2) 
@(a,b,c)= (b,c,a)=(c,a,b)=—(b,a,c) 
一 一 46p0560 三 一 050 D3 任国) 
lata ,b,c)= (a ,b,c)t a, ,b,c); Ch 4) 
@Qa,b,c)==A(a,b,c) (4 是 实数 ). (4. 5) 


定理 4.1 三 向 量 a,b,c 共 面 的 充 要 条 件 是 (a,b,c) 二 0. 

证 必要 性 : 设 a,b,c 共 面 , 当 a,b,c 中 有 一 个 为 零 或 有 两 个 共 线 时 ,显然 
有 (a,b,c) 二 0; 当 a,b;c 非 零 且 无 二 向 量 共 线 时 ,由 a,b,c 共 面 得 a 二 加 十 jc ,于 
是 

(a,b,c)= btpc ,b,c)=Ab,b,c) tule,b,c)=0. 

充分 性 : 设 (a,b,c)==0, 芭 (aXb)，c==0, 于 是 有 

QD aXb==0 ,或 @ c==0 ,或 @axbl|lc. 
由 中 得 a 或 b 为 零 或 4//b, 于 是 由 中 ,@ 都 得 到 a,b,c 共 面 .因为 aXbla,aXb 


5, 所 以 由 @ 得 到 a,b,c 共 面 . 口 
例 1 设 a,b,c 为 三 个 不 共 面 的 向 量 , 求 任 意向 量 d 关于 a ,b,c 的 分 解 式 
d= za wb zc CY) 


中 的 诸 系 数 xz，y,z. 2 
解 决定 系数 xz 的 方法 是 用 向 量 b,c Wo 

与 (x ) 式 两 端的 向 量 作 混 合 积 ， 

(d,b,c)=(zxat ybizc ,b,c)=zr(a,b,c). 

因为 a,b,c 不 共 面 ,所 以 (a,b,c) 了 0. 于 有 

是 有 


_(d,b,c) b 六 ”过 
(asb,c) 图 4-3 
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同 理 可 得 
(a,d,c) 2—= (4b,d) 
”tab (ap,c) 


因为 例 1 中 求 得 的 xz,y,z 都 是 唯一 确定 的 ,于 是 得 到 
推论 4.1 空间 任 一 向 量 关 于 三 个 不 共 面 的 向 量 的 分 解 式 是 唯一 的 . 


2. 向 量 的 双重 外 积 


现在 我 们 讨论 三 个 向 量 a,b,c 的 双重 外 积 (aXb) Xec. 作为 它 的 一 个 特殊 情 
形 ,我 们 先 讨论 (aXb) Xa. 

例 2 证 明 (aXb)Xa=(a’)b 一 (a* b)a. (4.6) 

证 若 a,b 有 一 个 为 零 , 则 (4.6) 显 然 成 立 . 车 a,b 非 零 , 当 a,b 共 线 时 , 设 
a 二 加 ,此 时 (4. 6) 两 端 皆 为 零 , 等 式 成 立 . 

当 a,b 不 共 线 时 ,aXb 关 0 .由 外 积 定 义 有 (aXb)XalaXb,alaXb,bla 
Xb, 所 以 (aXb) Xa 与 a,b 共 面 .于 是 由 定理 1.2 有 

(aXb)Xa=iatwb. (x&*) 

先 设法 确定 y, 因 为 (aXb)Xala, 用 (aXb) Xa 与 上 式 两 端 作 内 积 , 左 
端 得 

[l(aXb)Xa]j* ((aXb)Xaj=[((aXb) Xa)’=(aXb)’a’, 
(注意 到 aXb|a 即 可 得 .) 


右 端 得 

[CaXxb)Xal* yh=u(aXb). (aXb)=y(aXb)’, 
于 是 有 (aXb)’a’=y(aXb)’, 
所 以 /一 性 ， 


再 设法 确定 ), 用 a 与 (* x ) 式 两 端 作 内 积 , 注 意 到 (aXb)Xala, 左 端 得 
[l(aXb)Xa] *. a=0, 
注意 到 jy 二 a , 右 端 得 
ha * ata:(a* b)=A(a)’+a: (a* b)=a’(At+a. b), 
于 是 有 a: (十 a*b) 二 0. 因为 a 关 0 ,所 以 4= 一 a。，。b. 故 


(aXb)Xa= (qa’)b— (a* ba. 口 
定理 4.2 对 任意 向 量 a,b,c, 有 
(aXb)Xc=(a* cb—(b* ec)a. (4:7) 


证 若 a,b,c 有 一 个 是 零 , 等 式 显 然 成 立 . 若 a,b,c 非 零 且 a 和 4b 共 线 时 ， 
aXb 二 0 ,可 直接 验证 (4. 7) 式 两 端 均 等 于 零 . 
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车 a,b 不 共 线 , 则 aXb 隆 0 . 由 外 积 定 义 有 (aXb)Xec LaXba axzp,p | 
aXb; 所 以 (aXb) Xe 与 a,b 共 面 .由 定理 1.2 有 
(aXb)Xc=Xatt pb. (x&%&%) 
为 了 确定 系数 ,用 bXe 与 上 式 两 端 作 内 积 . 左 端 得 (注意 混合 积 的 性 质 及 
例 2 的 结果 ) 
(bXe)* [(aXb)Xe)=teX (bXe)) * (axXb) 
=[(cXb)Xc]* (aXxb) 
一 [cz20 一 (8。c)c]。(QaXD) 
一 一 (b。c)(Caybc). 


右 端 得 (bXe)» atub)=aA(a,b,c). 
于 是 有 —(b,c)(a,b,c)=A(a,b,c), 
所 以 一 一 (0。e). 


为 了 确定 系数 六 用 cXa 与 (* * * ) 式 两 端 作 内 积 , 左 端 得 
(cXa)* [(aXb)Xcej=[eX(cXa))* (axXb) 
=—[(cXa)Xc)，. (aXxb) 
=—[ca—(a*c)c)* (aXb) 
= 0 D6; 


右 端 得 (cXa)* Qatb)=p(a,b,e). 

于 是 有 (a» c) (a,b,c)=u(a,b,c), 

所 以 A 6 6)， 

将 4 及 4 的 值 代入 (x x x ) 即 得 (4. 7) 式 . 过 
推论 4.2 aX(bXce)=(a* cb—(a* bce. (4. 8) 


推论 4.3 (aXb)X(eXd)=(a,c,d)b— (b,c,d)a 
一 (Q sb de = (a,b,c)d. 
由 双重 外 积 公式 ,我 们 还 可 以 得 到 下 面 两 个 恒等式 : 


@ 雅 可 比 (Jacobi) 恒 等 式 

(aXb)Xc+(bXe)Xati(cXa) Xb=0. (4. 9) 
@ 拉 格 朗 日 (Lagrange) 恒 等 式 
(aXb)» (ecXd)=(a*ce)(b*d)—(a* d)(b. ce). (4. 10) 


注意 ,向 量 的 外 积 运算 ,不 但 不 满足 交换 律 , 而 且 也 不 满足 结合 律 , 即 对 任 
意向 量 asb;c ,一 般 情况 下 ， 
(aXb)XczAaxX (bxXe). 
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习 题 四 


ko 


TD 


12. 


13. 


14. 
ls. 


16. 
17. 
18. 
19. 


. 两 个 非 零 向 量 el ,es 不 共 线 , 设 人 六 一 e 十 e ,AC==2e1 十 8e, ,人 A 方 一 3(e 一 e )， 


求证 A,B,C,D 共 面 . 


. 设 p,qg,r,s 为 任意 向 量 , 试 证 pXs,qgXs,rXs 共 面 . 
, 设 p,qor 为 任意 向 量 , 试 证 p,qs,r 共 面 的 充 要 条 件 是 pXq,qXr,rXp 共 线 . 
。 设 有 非 零 向 量 as,b,c, 如 果 aaXb,(aXb)xe 共 面 , 问 asbyc 有 什么 关系 ? 


已 知 aXb 十 bXc 十 cXa= 二 0 ,求证 a,bsc 共 面 . 


， 若 {@1,es,e3} 是 两 两 互相 垂直 的 组 成 右手 系 的 单位 向 量 , 试 证 (ei ,es ,e3) 二 1. 
. 对 于 任意 四 个 向 量 ayb,c,d, 试 证 


bla ;Crd)—a(b,c,d)+d(c,a,b)—c(d,a,b)=0 . 


. 证明 推论 4.2 和 推论 4.3. 
. 证 明 雅 可 比 恒等式 和 拉 格 朗 日 恒等式 . 
。 设 ap，,c 为 非 零 向 量 , 试 举 一 反 例 说 明 对 于 向 量 的 外 积 运算 ,结合 律 不 成 


立 , 即 “(aXb)Xc 二 aX (bXc)” 不 成 立 ,并 推 求 等 式 成 立 的 充 要 条 件 . 
证 明 若 a,b,c 为 非 零 向 量 , 则 有 
|(a,b,c)|<lallb|lel, 
并 叙述 这 个 不 等 式 的 几何 意义 ,再 求 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
证 明 
(axp)。(cxd) 十 (xc)。(axd) 十 (cXa)。(bXd) 王 0. 

证 明 aX{aX[aX(aXb))}=a'b—a’ Ca。D)a. 
证 明 (a 一 d,b 一 d,c 一 d) 

=(@be)— (asb,d)+i+ (tacyd)— (b,c,d). 
化 簿 (ar26=0)% [CD(ta—b eo 
证 明 aX[CbX(cXd)j)==(aXc)(b*.d)—(aXd)(b. ce). 
证 明 (aXb,bXce,cXa)= 二 (a,b,c)’. 
三 向 量 OA,O 访 ,OC 适合 

OBxXOC+OCXOA+OAxXOB=0, 

试 证 三 点 A,B,C 共 线 . 
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二 章 ”平面 与 直线 


$5 直角 坐标 系 、 仿 射 坐标 系 以 及 
直角 坐标 系 中 的 向 量 计算 


1. 直角 坐标 系 和 仿 射 坐标 系 


定义 5.1 设 i,j,k 是 空间 中 以 O 为 起 点 的 三 个 向 量 , 它 们 两 两 垂直 并 且 
都 是 单位 向 量 , 则 0;i,j,k 称 为 空间 的 一 个 以 O 为 原点 的 直角 标 架 或 直角 坐标 
系 , 记 为 {0;i,j,k). 如 果 向 量 i,j,k 成 右手 系 , 则 {0O;i,j,k}) 称 为 一 个 右手 直角 
标 架 或 右手 直角 坐标 系 . 否则 称 为 左手 直角 标 架 或 左手 直角 坐标 系 . 我 们 把 i， 
j,k 称 为 该 直角 坐标 系 的 基 向 量 . 

定义 5.2 ”如果 我 们 不 要 求 i,j,k 单位 长 度 且 两 两 正 交 ,只 要 求 它们 不 共 
面 , 则 {O;i,j;k} 称 为 空间 的 一 个 以 O 为 原点 的 仿 射 标 架 或 仿 射 坐标 系 . 如 果 向 
量 i,j,k 成 右手 系 , 则 {0O;i,j,k} 称 为 一 个 右手 仿 射 标 架 或 右手 仿 射 坐标 系 . 否 
则 称 为 左手 仿 射 标 架 或 左手 仿 射 坐标 系 . 我 们 把 i,j,k 称 为 该 仿 射 坐标 系 的 基 
向 量 . 

定理 5.1 设 O;i,j,k 是 空间 的 一 个 仿 射 坐标 系 ( 直 角 坐 标 系 ), 则 任意 一 
个 向 量 vy 可 以 唯一 表示 成 v= 如 十 yj 十 xk. 称 (z,，y,z) 为 向 量 v 在 该 坐标 系 {0O; 
iyj ,Kk} 下 的 坐标 . 记 为 "一 (zyyyz). 

证 平行 移动 vy 使 它 的 起 点 至 坐标 原点 O, 设 它 
的 终点 为 M, 即 OM=v. 过 M 点 作 平 行 于 向 量 k 的 
直线 交 向 量 i,j 张 成 的 平面 于 N ,过 NN 点 作 平 行 于 
向 量 j 的 直线 交 向 量 i 所 在 的 直线 于 P( 图 5-1). 则 
vy 二 OM=0 户 +PN-NM=xi 十 yj 十 zk. 设 Vv 还 可 以 
表示 成 i ,j,k 的 另 一 种 形式 vy 二 zi 十 yj 十 zk, 那 么 
(zx 一 x)i 十 (y 一 y )j 十 (z 一 xz)k 二 0. 由 于 i,j,k 不 
图 5-1 共 面 ,所 以 z= 二 x ,y= 二 y ,zx 二 x 人 . 口 

定义 5.3 设 {0;i,j,k} 是 空间 的 一 个 以 O 为 原 
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点 的 仿 射 坐标 系 (直角 坐标 系 ). 规定 已 点 的 坐标 为 向 量 OP 的 坐标 ,向 量 O 六 
称 为 P 点 的 定位 向 量 或 和 撩 径 . 车 PP 点 的 坐标 为 (z,y,z), 则 记 为 PCz,y,z). 

i,j,k 所 在 的 直线 通常 称 为 坐标 轴 或 分 别称 为 xz,y,z 轴 , 每 两 根 坐 标 轴 所 
决定 的 平面 称 为 坐标 平面 或 zOy,yOz,zOz 坐标 平面 . 三 个 坐标 平面 把 空间 分 
割 成 八 个 部 分 , 称 为 该 坐标 系 的 八 个 卦 限 , 其 中 第 一 卦 限 的 点 对 应 的 三 个 坐标 
符号 为 十 十 十 ,第 二 卦 限 对 应 的 坐标 符号 为 一 十 十 ,第 三 卦 限 对 应 的 为 一 一 十 ， 
第 四 卦 限 对 应 的 为 十 一 十 ,第 五 卦 限 对 应 的 为 十 十 一 ,第 六 卦 限 对 应 的 为 一 十 
一 ,第 七 卦 限 对 应 的 为 一 一 一 ,第 八卦 限 对 应 的 为 十 一 一 . 


5-2 画 出 了 直角 坐标 系 的 八 个 卦 限 . 


图 5-2 图 5-3 

直角 坐标 系 的 画 法 (如 图 5-3). 我 z 

们 通常 将 y 轴 画 成 水 平 线 ,向 右 为 正 B(3,72,4) 
向 ;z 轴 画 成 竖 直线 ,向 上 为 正 向 ;x 轴 
指向 左下 方 ,与 水 平 线 成 45" 角 . y 轴 ,z 
轴 上 的 单位 长 相同 ,z 轴 上 的 单位 长 为 
y 轴 ,z 轴 上 单位 长 的 一 半 ， 

在 直角 坐标 系 中 空间 点 的 画 法 , 例 
如 点 A(1,2,3),，B(3, 一 2,4) 的 画 法 见 
图 5-4. 5-4 

引进 了 向 量 的 坐标 以 后 ,现在 我 们 用 坐标 来 进行 向 量 的 各 种 运算 . 
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2. 直角 坐标 系 中 的 向 量 运算 


在 本 书 以 后 的 部 分 ,如 果 没 有 特别 说 明 ,我 们 均 假 定 所 取 的 坐标 系 是 右手 
直角 坐标 系 . 
(1) 线 性 运算 
已 知 a=(aiyaz sas),b= 二 (641360256503), 求 a 十 bya 一 b 及 Xa. 
解 a 二 (ai,az ,a3) ,Bh a=aiitazsjiask;b= (6b ,6b 03 ), 即 
5 二 吕 证 现 了 十 记 到 
于 是 a+b =(aitazsjiask)t+ (bitb;j bsk) 
=(aqithi)+ (asjitbj) 十 (as 大 十 03 天) 
一 (ai 十 忆 )1 十 (az 十 2) 了 十 (as 十 25) 


即 at+b= (a ;yas 二 bs sas bs ). C5; 1 
同 理 有 a—b=(ai—bi,as—b; ,as—bs). (5. 2) 
ha = (hai ,Aaz ,Aas). (C53) 

(2) 内 积 


已 知 ae 王 (al ,az ya3);b 二 (bb2,63). 求 a*b,|al 及 人 (a,b). 
解 a*b 二 (aiiTasj+ask) * (biitb;jbsk) 
= 
azsbij * itazbsj * j++asbsj* Kk 十 
a bbe 
因为 i,j,k 为 两 两 互相 牌 直 的 单位 向 量 , 所 以 

i*i=]j°* j=k* k=l1,1i* =j* k=k*i=0., 

这 些 性 质 也 可 归纳 成 下 表 : 


于 是 有 a* b=a) bi 二 aabs 十 aabs 9 5 4) 
即 二 向 量 的 内 积 等 于 它们 的 对 应 坐标 的 乘积 之 和 |. 
因为 la|== Ve ,所 以 


la|= Yai 二 Tai 十 as， (5. 5) 
即 向 量 的 长 度 等 于 它 的 坐标 的 平方 和 的 平方 根 . 
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_ Q。1 \ 
因为 cos/ (a,b)= [a| [bl ;所 以 


oibi Tas bt asbs 
十 二 qd Ay/ 避 十 破 十 本 
我 们 把 向 量 a 与 x 轴 的 夹 角 a, 与 y 轴 的 夹 角 BB, 与 x 轴 的 夹 角 7, 叫 做 向 量 
a 的 方向 角 .a 的 方向 角 的 余弦 叫做 a 的 方向 余弦 . 
因为 a 二 (a) 让 ,B= 二 (ayj) ,7 二 人 (qa,k) ,所 以 由 (5. 6) 式 有 
al 
Q2 


= 
/at tas tas 


cos/ (a,b)= 


(5. 6) 


COS & = 


cos B= (5,7) 


Cs 


VasiaiTas 
可 见 a 的 单位 向 量 16T 的 坐标 ,就 是 a 的 方向 余弦 , 且 向 量 a 的 方向 余弦 满足 关 
系 式 


cos 7 一 


cos a 十 cos 8 十 cos 7 一 1， (5. 8) 
即 任何 向 量 的 三 个 方向 余弦 的 平方 和 等 于 1. 
我 们 把 与 一 个 向 量 的 三 个 方向 余弦 成 比例 的 三 个 数 , 称 为 该 向 量 的 一 组 方 
向 数 . 
由 (5. 7) 式 得 到 ,一 个 向 量 的 坐标 ,就 是 它 的 一 组 方向 数 . 
(3) 外 积 
已 知 a==(ai ,az ya3),b 二 (bi ,bb3). 求 aXb. 
解 aXb=(ailitTas jas kK) X (bi itb, j++bs k) 
=abi iXiTabiXj+abs XK 十 
azsby Jj Xiazsbs j Xj+asbs j Xk 
asb1 kXitasbsk Xiabs kXk. 
因为 i,j,k 是 两 两 互相 垂直 的 单位 向 量 , 且 (i,j,k) 组 成 右手 系 , 所 以 由 外 积 的 定 
义 可 知 
二 
文 这 一 大 又/ 三 二 订 瑟 和 5 
iXi=jXj=kXk=0. 
这 些 性 质 可 以 归纳 为 下 表 : 
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于 是 有 
QXD5 王 (asp3 一 asp2 和 1 十 (aspi 一 0103)7 十 (ap 一 Czbi ) 大 。 
或 者 用 行列 式 表示 为 
i 7 kk 
aXb=la: a: as|， 
pp bs 
即 
axb=|| 中 | So Vigo (5. 9) 
b: bs bs hh bp! b; 
(4) 混 合 积 
已 知 a 二 (ai,az ,as) ,一 (D ,ps 603) yc 二 (c1yczsc3). 求 (a,b,c). 
解 (a,b,c) 二 (aXb) :ic. 
应 用 公式 (5. 9) 及 (5. 4) 得 
aXb .c= ps 痢疾 We 部 :让 Po er 
z bs bs bi b1 ps 
即 
ai as as 
(asbye)=|b bs bsl|. 《5. 10» 
C1 C2 C3 
3. 距离 公式 和 定 比 分 点 公式 
下 面 介 绍 空间 解析 几何 中 的 两 个 基本 公式 . 
(1) 距 离 公式 
已 知 两 点 Pi (ziyyiyzi) 及 PCzyyz), 求 PP， 两 点 间 的 距离 | Pi P, | . 
解 ”P, 与 P, 的 距离 即 线段 P, P, 的 长 度 , 用 向 量 表示 就 是 向 量 PiP; 的 模 
| P|. 而 


PiP; = OP;— OP 9 
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由 已 知 得 OP; = (x yy1 21) OP 一 (zs 9 y2 i 2) 得 
PPs=(r— wy Wr 


再 由 (5. 5) 即 得 
[PiP;|= (zs—Bi) (wT 


于 是 
[BP|= (re—z) Ty — ya TT—z). (5. 11) 
这 就 是 两 点 间 的 距离 公式 . 
(2) 定 比分 点 公式 


已 知 在 Pi:P; 上 求 一 点 P, 使 Pp 分 线段 
PiP, 成 两 个 有 向 线段 的 量 的 比 


PiP_ ee 
PP (人 A 天 一 1)， 


解 由 第 一 章 》1 知 定 比 分 点 公式 的 向 量 形式 为 
ET 
本 
已 知 OBP? = (zi, yi zi1), OF; = (wo, ys, va). 设 分 点 为 P lr, Ts 即 
0O==(z,y,z), 应 用 公式 (5. 1) 、(5. 3) 得 


za 二 A we 十 Ayz w= 二 Xz 
TA Sr lH IT 二 


这 就 是 定 比 分 点 公式 (坐标 形式 ). 
于 是 我 们 有 下 列 中 点 公式 和 重心 公式 : 
以 A(a,as,a3) 和 B (bi,bs,bs) 为 端点 的 线段 AB 的 中 点 M 的 坐标 
多 ”次 -名 

以 ACai yazyas)， 忆 (op ,03)， CCciycs ,cs ) 为 顶点 的 三 角形 的 重心 G 的 坐 
标 为 [于 二 名 6s ,2 二 站 6 ,和 十 亢 上 

例 1 已 知 zy 面 上 的 三 点 A(Cziyyy,0)，B(Cr,y 0)，CCzs,y，0)， 求 
和 AABC 的 面积 . 

解 AB=0B—0A= (zx,—z ,ys— yi ,0), 

AC=0C=0A=(z,— zy — ,0). 


Te Xr Ye 


《5. 12) 


为 ( 


Sanc 一 廊 |3BXAC| 一 方 的 绝对 值 . 


Ts Xi YY 
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这 个 结果 也 可 以 化 成 
zy 1 
Samc 一 斑 zz ys 1| 的 绝对 值 . 口 
ms 1 


例 2 已 知 室 间 不 共 面 四 点 A(z yi;21)yB(xss yi, 22), CTs yy)， 
DGCziy,y ,zs), 求 四 面体 ABCD 的 体积 . 
解 ” 因 为 混合 积 (A 广 ,AC,A 广 ) 的 绝对 值 是 以 A 计 ,AC,A 户 为 邻 边 构成 的 平 
行 六 面体 的 体积 ,等 于 四 面体 ABCD 的 体积 V 的 6 售 , 所 以 
Xl 
7= 亏 Zs 一 XI 3 一 yi x3 一 zi | 的 绝对 值 


Xa4 TX1 VY Yi 之 4 之 1 


口 


4 VY 
例 3 用 坐标 证 明 双 重 外 积 公式 
(axb)Xce=(a* cb—(b* ca. 
证 设 4 三 (ai,az as),b==(bi,b2,b3) ,c= (ci ,cc3), 
(aXb)Xce=(z,y,z). 由 (5. 9) 式 ， 


axb=|( C2 as l U3 Q1 Cl Qs 外 
b» bs bs bi by be 
再 应 用 (5. 9) 式 得 
Q3 Cl Ul U2 
一 | 有 | la b= -| 
3 1 1 多 Bi。 3 所 及 2 
Cy 63 
(gb — bs Nes— (wb — Ab cs 
=(@cs Facs db — (bcs tbscy Ya 
=(aiciazscs tascs bi — (bic bc bacs) a 
=(g* cb—(b* a. 
同 理 可 得 


y=(a cbs—(b. C)as 9 
z= (a* c)bs—(b .ca;. 
由 这 三 式 就 得 到 所 要 证 明 的 公式 . | 口 
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习 题 五 


1. 满足 下 列 条 件 的 空间 点 位 于 什么 地 方 ? 

Dzr=0;@y=0;@z=0;@zx=0 E y=0;®@y=0 且 z=0;@z=0 E z=0. 

2. 已 知 空间 一 点 Pla,b,c). 

@ 求 忆 点 关于 zy 面 的 对 称 点 Pi, 关于 yz 面 的 对 
称 点 卫 :, 关 于 zz 面 的 对 称 点 P;; 

@ 求 王 点 关于 工 轴 的 对 称 点 忆 , 关 于 y 轴 的 对 称 
点 卫 ; ,关于 zx 轴 的 对 称 点 了 。; 

图 求 书 点 关于 坐标 原点 的 对 称 点 也?. 

3. 边 长 为 1 的 立方 体 ( 如 图 ), 取 一 个 顶点 为 原点 ,过 
该 顶点 的 三 边 在 三 个 坐标 轴 上 , 求 该 立方 体 各 顶点 
的 坐标 . 

。 作 出 下 列 各 点 :A(3,2, 一 1)，B(3,2,1),C( 一 3, 一 1,2),D( 一 2,3,3), 并 指明 
它们 各 在 第 几 卦 限 . 

5. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 设 任 一 点 己 的 坐标 为 (zyyyz), 求 从 己 向 各 坐标 轴 及 
各 坐标 面 所 作 垂 线 的 垂 足 的 坐标 ， 

。 投 a 三 (657,2) ,b=(35074 了 0 一 的 了 ]), 求 3342 十 e 和 54 十 6 8 十 6。 

. 已 知 点 A(1,2,4) 和 了 (0, 一 1,7), 求 双方 

. 已 知 点 A(2,0, 一 1) 和 向 量 A 启 =(1,4,5), 求 点 B 的 坐标 . 

. 已 知 三 角形 的 三 个 顶点 A(2,5,0),B(11,3,8),C(5,11,12), 求 边 AB 的 长 
及 AB 边 上 的 中 线 之 长 . 

10. 已 知 a 二 (3,5,6),b 二 (1, 一 2,3), 求 4a，b,|a|,|b| 及 (a,b). 

11. 已 知 a 二 (2,3,1),b 二 (5,6,4), 求 aXb 和 以 a,b 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 

12. 已 知 a=(1,0, 一 1]),b=(《]1, 一 2,0)5c 二 (一 1,2,1); 求 

QaxXb 和 b Xa; 
@(3a+b—ce)X (a—bte); 
@(aXb)* c 和 a * (bXce); 
@(aXb) Xefra xX (bXe). 
13. 设 点 C 分 线段 AB 为 5:2, 点 A 的 坐标 为 (3,7,4), 点 C 的 坐标 为 (8,2,3)， 
求 点 B 的 坐标 . 
14. 判断 下 列 各 组 的 三 个 向 量 a,b,c 是 否 共 面 ? 能 否 将 c 表 示 成 a,b 的 线性 组 合 ， 


(第 3 题 图 ) 


© WwW OS 
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若 能 则 写 出 表示 式 . 
Da=(5s2,1) b=(— L426= (1s,5); 
@a=(6,4,2),b=(—9,6,3),c=(—3,6,3); 
@a=(1,2,—3),b=(—2,—4,6) ,c= (1;0,5). 

15. 已 知 二 向 量 4 二 (qi ,a ,a3);,b 二 (by ,bs,03), 试 证 : 
Da ll babi+abtab=0s 


QQ aa 
Qa/b OD 二 


16. 已 知 一 个 四 面体 的 顶点 为 A(1,2,0),B( 一 1,3,4),C( 一 1, 一 2, 一 3) 和 和 
D(0, 一 1,3), 求 它 的 体积 . 

17. 已 知 a 二 (1,0,1),b 二 (4, 一 2, 一 2);c 二 (1, 一 1,2),d 二 (一 2,1,1), 求 (aXb 二 bXe 
二 cXa)*d. 

18. 已 知 a 一 (1,2, 一 3), 求 @ 的 方向 余弦 。 


$6 平面 方程 


已 知 一 个 平面 Qt。 设 Po (zo Yo ;zo ) 是 平面 [24 上 的 一 个 定点 . N 是 与 平面 a 重 
直 的 一 个 非 零 向 量 ( 称 为 平面 a 的 法 向 量 ). 设 P(x,y,z) 是 平面 a 上 任 一 点 (如 
图 6-1), 则 总 有 Bo 户 和 N 垂 直 , 因 此 
N . P,P=0. 
如 果 记 GO 记 一 P,0 户 ,一己 , 则 户 =00 疡 
一 G 户 , 一 P 一 已 .于 是 ,w 上 的 动 点 P 的 向 
径 P( 也 叫 流动 向 量 ) 满 足 
N。(P 一 P, ) 一 0. (6. 1) 
反之 ,如 果 向 量 P 满 足 (6. 1), 则 以 P 为 向 径 
的 点 必 落 在 平面 a 上 . 我 们 称 方程 (6. 1) 为 
平面 a 的 方程 . 
图 6-1 方程 (6.1) 称 为 平面 的 向 量 形式 的 点 
法 式 方 程 ,其 中 N 是 平面 的 法 向 量 ,P 是 平 
面 上 一 个 定点 的 向 径 ,P 是 平面 上 动 点 的 向 径 . 
我 们 可 以 把 方程 (6. 1) 写 成 坐标 形式 . 
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设 N= (CA,B,0),P, 二 0,=(zxo,yo ,zo0),P 一 0O 户 二 (x,y,z), 代 入 (6.1) ,得 
A(z— m0) BlYy— BCGlz— w= (672) 
方程 (6. 2) 称 为 平面 的 坐标 形式 的 点 法 式 方程 ,其 中 A,B,C 是 平面 的 法 问 
量 的 坐标 ,zo ,yo,zo 是 平面 上 一 个 定点 Po 的 坐标 ;x,y,z 是 平面 上 动 点 P 的 坐 
标 . 
方程 (6. 2) 可 以 化 为 
Az 二 By 十 Cz 十 D=0， (6, 9 
这 里 D== 一 (Axo 十 Byo 十 Czo), 因 此 平面 方程 是 三 元 一 次 方程 . 
现在 ,我 们 证 明 任 意 一 个 三 元 一 次 方程 
Az 十 By 十 Cz 十 D=0 (A 十 B? 十 C? 关 0) 
都 是 某 个 平面 的 方程 . 
若 能 将 (6. 3) 化 成 (6. 2) 的 形式 ,那么 它 就 是 以 (A,B,C) 为 法 向 量 且 过 点 
Czoyyoyzo) 的 平面 的 方程 了 ， 
不 妨 设 A 天 0, 于 是 (6. 3) 可 以 化 成 


A(z+a) 十 By 十 Cz 二 0，. 


即 A[ > 一 (一 元 )|]+BCy 一 0 十 Ce 一 9) 一 0 
这 是 形 如 (6.2) 的 方程 , 它 表 示 以 N= 二 (A, B,C) 为 法 向 量 且 过 定点 
(一 元 ,0,0 ) 的 平面 的 方程 


因此 我 们 有 
定理 6.1 平面 方程 是 三 元 一 次 方程 ,反之 三 元 一 次 方程 必 表 示 平 面 . 
方程 (6. 3) 称 为 平面 的 一 般 式 方程 ,或 平面 的 普通 方程 . 
平面 的 一 般 式 方程 (6. 3) 化 成 向 量 形式 为 
N* P+D=0. (6. 3)" 
现在 我 们 来 讨论 ,平面 方程 (6. 3) 的 某 些 系数 为 零 时 , 它 所 表示 的 平面 对 于 
坐标 系 来 说 有 怎样 的 特殊 位 置 . 
1. D=0, 方 程 (6. 3) 变 成 
Azx 二 By 十 Cz 二 0， 
此 时 原点 (0,0,0) 满 足 方程 ,说 明 平 面 通过 原点 .反之 , 若 平 面 通过 原点 , 则 该 平 
面 的 方程 中 常数 项 必 为 零 . 
2. A 王 0 ,方程 (6. 3) 变 成 
By 十 Cz 十 D=0， 
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此 时 法 向 量 N==(0,B,C) 与 i 二 (1,0,0) 垂 直 , 说 明 平 面 平行 于 x 轴 . 特别 地 如 果 
A==0,D==0 则 平面 By 十 Cz 二 0 过 z 轴 ， 

同 理 ,B=0 时 ,平面 Ax 十 Cz 十 DD=0 平行 于 y 轴 . B= 一 0, 且 D==0 时 ,平面 
Az 十 Cz 二 0 过 y 轴 . 

C= 二 0 时 ,平面 Az 十 By 十 D=0 平行 于 zz 轴 . C= 二 D==0 时 ,平面 Ax 十 By 二 0 

3. A 二 0,B=0, 方 程 (6. 3) 变 成 

Cz 二 +D=0， 

此 时 法 向 量 N= 二 (0,0,C) 与 k 二 (0,0,1) 平 行 ,说 明 平 面 平行 于 zy 面 . 特别 地 ,如 
果 A 二 B= 二 D 王 0, 则 平面 z==0 即 为 zy 面 . 

同 理 ,B= 二 C=0 时 ,平面 Azx 十 D==0 平行 于 yz 面 . B= 二 C= 一 D 二 0, 平 面 x= 二 0 
即 为 yz 面 ; 

A 二 C=0 时 ,平面 By 十 D==0 平行 于 zx 面 . A 二 C= 二 D==0 时 ,平面 y==0 即 
为 zz 面 . 

例 1 已 知 一 平面 过 点 (1, 一 2,0) ,法 向 量 N 二 (4,5, 一 3), 求 这 个 平面 的 
方程 

解 ”根据 (6. 2), 所 求 平面 方程 为 

和 (天 一 ) 十 502 一 3 一 0 一 D， 

即 有 4zx 十 5y 一 3z 十 6 二 0. 口 

例 2 求 过 已 知 点 (4,5, 一 3) 且 平行 于 zy 面 的 平面 . 

解法 一 ”所 求 平面 的 法 向 量 N 应 与 xy 面 垂直 , 取 N= 二 =k 二 (0,0,1) ,根据 
(6. 2) ,所 求 平面 方程 为 

0(2—4) 二 Oty= 5 T1233) =0, 

即 z 十 3 一 0. 

解法 二 ”因为 所 求 的 平面 平行 于 zy 面 , 故 可 设 所 求 方程 为 

CzTD=0 (C 关 0). 
因为 过 点 (4,5, 一 3), 所 以 有 
一 3C 十 万 王 0， 


即 瑟 二 3, 于 是 ,所 求 方程 为 


2 十 3 三 0， 器 
例 3 求 过 三 点 (a ,0,0) » (0 sb 9 (0,0,c) (abc 关 0) 的 平面 方程 . 
解 ” 设 所 求 平面 方程 为 
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Az 十 By 十 Cz 十 D==0. 《By 
因为 平面 过 点 (a,0,0) ,所 以 有 
Aa 二 D=0， 
于 是 六 
a 
因为 平面 过 点 (0,6,0) ,所 以 有 
ee 
于 是 B=—2， 
因为 平面 过 点 (0,0,c) ,所 以 有 
Cc+D=0,， 
于 是 c=—2. 
代入 (* ) 得 
-Dr -py -Let+D=0, 
即 三 十 衬 十 三 一 1， (6. 4) 口 
a b a 


方程 (6.4) 中 的 a,b,c 称 为 这 个 平面 在 三 个 坐 
标 轴 上 的 截 距 ( 如 图 6-2) ,方程 (6.4) 称 为 平面 方程 
的 截 距 式 . 凡 所 有 系数 皆 不 为 零 的 平面 方程 ,都 可 以 
化 成 截 距 式 . 从 平面 方程 的 截面 式 (6.4) 立 即 可 以 看 
出 该 平面 与 三 个 坐标 轴 的 交点 . 
例如 ,方程 
z 十 2y 十 3z 一 6 一 0， 
用 6 去 除 各 项 ,得 
生生 全 二 
立即 可 知 该 平面 与 三 个 坐标 轴 的 交点 分 别 为 (6,0,0)， 
(0,3,0),(0,0,2). 该 平面 的 图 形 通 常 表示 为 图 6-3. 
例 4 已 知 有 不 共 线 的 三 点 Pi(zi,yi,z1)， 
了 (zs ?.y2 9 22 ) ,Ps (x3 y.y3 ,2 ), 求 过 这 三 点 的 平面 方程 . 
解法 一 ”由 外 积 的 定义 ,PiP; XPi 记 同时 垂直 
于 Pi 及 PiP;, 即 垂直 于 由 Pi, P,,P, 决定 的 平面 
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x( 如 图 6-4), 因 此 可 以 取 它 为 平面 a 的 一 个 法 
向 量 N, 即 取 

N= PP; xX P,P;. 
于 是 所 求 平面 a 的 方程 即 为 过 Pi 点 且 以 上 述 


N 为 法 向 量 的 平面 方程 
N. P=0, 6-4 
即 (PiP; XPiP;) . PiP=0, 
亦 即 
(FiP: ,P,P;,PP)=0. C6. 5) 
用 坐标 表示 ,所 求 的 平面 方程 为 
"| Fy 之 ”之 1 


=0, (6. 6) 


TX2 TI YY X22 Zl 


TX 一 ZZ 
解法 二 设 所 求 平面 的 法 向 量 为 N 二 (A,B,C) ,根据 (6. 2), 则 所 求 的 平面 
方程 为 
A(z—A)+B(y—y)+C(z—%1)=0. 
因为 平面 过 Ps(xs，y2s，zz),， 所 以 有 
Alz—m) ttB(ymw=—n TC 二 0 
又 因为 平面 过 P(xzs,y3,z3), 所 以 有 
A(za— zi1) Bh TOs z=0. 

这 是 不 全 为 零 的 三 个 数 A,B,C 所 应 满足 的 三 个 关系 式 , 它 们 可 以 看 成 是 
关于 A,B,C 的 一 个 三 元 一 次 齐 次 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 
式 为 零 , 即 
Ep yy 一 人 和 


一 0. (6. 6) 


Z2 XI YY 2 Zl 


Za xl Ys JI 2 A 
(6. 6) 是 关于 z,y,z 的 一 次 方程 ,上 且 为 (ziyyiyzi)y (zyyyzz) 及 (zayysyzs) 所 
适合 ,于 是 (6. 6) 是 过 已 知 三 点 P, ,P,,P; 的 平面 方程 , 即 为 所 求 的 平面 方程 . 
口 
方程 (6.5) 和 (6. 6) 分 别称 为 平面 方程 三 点 式 的 向 量 形式 和 坐标 形式 . 
在 平面 方程 的 一 般 式 (6. 3) 中 ,由 于 A,B,C 不 能 同时 为 零 , 不 妨 假定 A 夫 
0, 则 (6. 3) 化 为 
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B C = 
TAY A 0, 


或 ztaytpzt+7y=0, (OQ) 
要 确定 方程 (6. 3), 只 要 确定 方程 四 就 行 了 . 而 方程 中 只 包含 三 个 待定 系数 a， 
B:7Y, 但 每 确定 一 个 系数 需要 一 个 代数 关系 式 ( 称 为 一 个 (代数 ) 条 件 ) ,因此 我 们 
得 到 :三 个 (代数 ) 条 件 决定 一 个 平面 方程 . 
现在 我 们 从 二 已 知 平面 的 方程 来 讨论 它们 的 位 置 关 系 . 
已 知 两 个 平面 
a1:Aix 十 Biy 十 Ciz 十 D = 二 0， (x) 
az :Asz 十 By 十 Cox 十 也, 一 0， ( 关 兴 ) 
问 在 怎样 的 条 件 下 ,它们 @@ 重 合 ” @ 平 行 ? @ 垂 直 ? 
当 方 程 (* ) 和 (x x ) 的 各 个 对 应 系数 成 比例 时 , 即 


一 是 一 及 = 着 (6.7) 


此 时 方程 (* ) 和 (x* * ) 是 同 解 方程 ,它们 实际 上 表示 同一 个 平面 , 即 a 与 ws 重 
合 . 上 述 条 件 (6.7) 对 于 a 与 wz 重合 也 是 必要 的 . 

当 方程 C(* ) 和 (x *x ) 中 的 zx;ysz 的 对 应 系数 成 比例 而 与 常数 项 不 成 比例 
时 , 即 


(6. 8) 


此 时 因为 Ai ,Bl ,C1 是 与 平面 Ql 垂直 的 法 向 量 Ni 的 坐标 ,A， :B, ,Cs 是 与 平面 
az 垂直 的 法 向 量 N; 的 坐标 ,上 述 关系 式 (6. 8) 说 明 Ni // NN ,ai 与 w 又 不 重合 ， 
所 以 wi /as ;上述 条 件 (6. 8) 对 于 a1/ az 也 是 必要 的 . 
当 方程 (* ) 和 (x x ) 中 的 zx,y,z 的 对 应 系数 乘积 之 和 为 零 时 , 即 二 平面 方 
程 的 系数 满足 关系 式 ， 
AiAz 十 B1B: 十 CC 三 0， (6. 9) 
这 个 关系 式 说 明 平面 a 的 法 向 量 Ni 垂直 于 平面 wx 的 法 向 量 Nz ,所 以 平面 
ui _|az. 上 述 条 件 (6.9) 对 于 w wu 也 是 必要 的 . 
于 是 我 们 有 
定理 6.2 已 知 两 个 平面 
ai:AztBist Crzt Di=0;, 
ua :Asz+ By+C;z++D;,=0, 
则 
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aowz 全 AiA， 二 BiBs+t CG Cz:=0; 


A!_B! _C 
人 入 1 
Ql /Naz (不 重合 ) 全 有 B, CS D, 日 


Qi 与 Q2 重合 号 全 = 好 = 只 = 


定义 6.1 两 个 平面 的 夹 角 是 指 它们 的 
法 向 量 之 间 的 夹 角 或 其 补 角 (这 与 立体 几何 中 
定义 两 个 平面 的 夹 角 是 两 个 平面 所 交 成 的 两 
个 二 面 角 之 一 的 平面 角 是 一 致 的 , 见 图 6-5). 

于 是 我 们 得 到 两 个 平面 的 夹 角 的 下 列 计 
算 公 式 : 

设 两 个 平面 

asAiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di 三 0， 


图 6-5 
az :AzsX 十 Boy 十 Coz 十 D, 二 0 
的 夹 角 为 9, 则 有 
cos 0 一 ivN _ 44:+BBzTCC (6. 10) 
IN|IN| VATTBITC VAITBI+G 


习 题 六 


1. 已 知 两 点 A(Cai ,as as) 及 B(b1,b;,b3), 求 满足 下 列 条 件 的 平面 . 

@ 过 点 A 上 且 与 直线 AB 垂直 ; 

@ 过 点 B 且 与 直线 AB 垂直 . 
2, 由 原点 作 平面 的 垂 线 , 已 知 垂 足 的 坐标 是 (oa,p,c), 求 这 个 平面 的 方程 . 
3. 求 过 定点 (ayb,c) 且 分 别 满足 下 列 条 件 的 平面 . 

@ 与 yz 面 平行 @@ 过 工 轴 。. 
4. 求 过 两 个 定点 (ziyyiyz) 和 (ziyyeyzs) 且 分 别 满足 下 列 条 件 的 平面 . 

四 平行 于 z 轴 ; 四 垂直 于 zz 面 . 

.。 求 过 定点 (&ybc) 且 在 工 轴 和 >y 轴 的 截 距 分 别 是 a 和 4 的 平面 方程 . 
。 求 过 两 个 定点 (zyy yz) 和 (zzyyyzz) 且 在 工 轴 上 的 截 距 是 & 的 平面 方程 . 
。 求 过 点 (1,0,3),(2 ,一 1,2) 及 (4, 一 3,7) 的 平面 方程 . 
.。 求 过 点 (2,4,3) 且 平行 于 向 量 (0,2,4) 及 (一 1, 一 2,1) 的 平面 方程 . 
. 求 过 点 A(3,1,1) 及 B(1,0, 一 1), 且 平行 于 向 量 a 二 (一 1,0,2) 的 平面 方程 . 


© a nh 
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10. 如 果 apcd 天 0, 求 出 由 各 个 坐标 面 与 平面 
az 十 by 十 cz 十 一 0 
围 成 的 四 面体 的 体积 ， 
11， 已 知 两 点 Pi (ziyyyz) 及 了 (zayyyza)， 求 一 平面 ,使 Pi ,Pi 关于 这 个 平 
面 为 对 称 . 
12. 设 平面 a:Ax 十 By 十 Cz 十 DD=0 与 连接 两 点 Mi (zy zx) 和 M; (Zz, yz, zz) 
的 线段 相交 于 M, 且 Mi 及 二 kMMY, ,证明 


_Azi 十 By 十 Czi 本 避 
Az， 十 By; 十 人 2 十 则 ' 


$7 空间 直线 方程 


现在 来 建立 过 定点 且 与 定 方向 平行 的 直线 的 方程 . 

已 知 定点 Po , 定 方 向 用 非 零 向 量 S 表 示 . 设 P 为 过 P。, 且 平 行 于 S 的 直线 / 
上 的 动 点 , 则 有 

BP/s, 

于 是 有 世 户 =tS. (t 为 参数 ) 

如 果 记 OP =P,,O 疡 =P, 则 有 

卫 一 Pu 一 上 S， 

或 P=P,+tS. (元 I) 
这 就 是 空间 直线 1 的 方程 . S 称 为 1 的 方向 向 量 ,P。 是 直线 ;上 一 个 定点 的 向 径 ， 
卫 为 直线 上 上 动 点 的 向 径 ,t 为 参数 . 

若 Po 《zo ,yoy20)，;S 二 (1 myn)，, 设 动 点 PCz,yy,z), 则 (7.1) 的 坐标 形式 为 


XK 二 Xo 十 红 ， 
[mt (一 ceo<<i< 必 十 co) 《2 
z 二 zo 十 tn 

方程 (7. 1) 及 (7.2) 分 别称 为 直线 1 的 向 量 形式 的 参数 方程 和 坐标 形式 的 参 
数 方程 . 

特别 地 , 当 方 向 向 量 $ 是 单位 向 量 时 ,参数 :有 几何 意义 ,此 时 |t| 是 定点 Pu 
到 动 点 了 的 距离 . 

从 直线 的 参数 方程 (7. 2) 中 消去 参数 i, 我们 得 到 
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0 Cy) 


(7. 3) 称 为 直线 方程 的 标准 式 ( 或 对 称 式 , 点 向 
式 ). 注意 到 方向 向 量 S 是 非 零 向 量 , 所 以 1 ,m,n 
不 能 同时 为 零 . 若 1,m,n 中 有 一 个 或 两 个 为 零 
时 ,我 们 仍 把 直线 方程 写成 (7. 3) 式 的 形式 ,但 
我 们 约定 : 当 分 母 为 零 时 ,表示 分 子 亦 为 零 . 例 
如 当 /=0 时 ， 


TX Xo _ YY yo 2 0o 


0 m n 
表示 Z 一 2 一 0, 二 -加 一 一 2 
m n 
当 1 二 殉 二 0 时， 
re 7. 小 ”水 一 这 Zo 
0 0 n 
表示 


立 一 Zo 一 0,y 一 一 0. 
方程 (7. 3) 中 当 1,m,n 有 一 个 或 两 个 是 零 时 ,方程 表示 的 直线 对 于 坐标 系 
有 怎样 的 特殊 位 置 呢 ? 
1. 当 Z 王 0 时 , 即 S$ 王 (0,m ,2), 则 有 S .一 0,S i, 即 直线 垂直 于 x 轴 , 直 线 
与 yz 面 平行 . 
同 理 ,m 二 0 时 ,直线 与 xz 面 平 行 ;n 二 0 时 ,直线 与 zy 面 平行 . 
2. 当 /二 m 二 0 时, 即 $= 二 (0,0,n), 则 有 S/NK, 即 直线 平行 于 z 轴 . 
. 同 理 ,m 王 n 二 0 时 ,直线 平行 于 工 轴 ; 一 2 一 0 时 ,直线 平行 于 > 轴 . 
方程 (7. 3) 包 含 三 个 等 式 , 但 由 其 中 任何 两 个 等 式 都 可 推导 出 第 三 个 等 式 ， 
因此 (7. 3) 也 可 以 写成 联 立 方程 组 
a 
2 m 
Ny 
m n 
其 中 每 一 个 方程 都 是 三 元 一 次 方程 ,都 表示 一 个 平面 ,从 而 可 以 把 直线 看 成 是 
这 两 个 平面 的 交 线 . 因此 ,任何 直线 都 可 以 表示 成 两 个 平面 的 交 线 , 即 它 的 方程 
都 可 由 如 下 形式 的 联 立 方程 组 
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Aizx 十 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0， 
Aszx 十 By 十 Csz 十 D, = 二 0 
给 出 ; 反 过 来 ,任何 由 两 个 独立 的 三 元 一 次 方程 所 组 成 的 相 容 的 方程 组 (7. 4) 都 
是 某 条 直线 的 方程 , 即 这 两 个 三 元 一 次 方程 所 表示 的 平面 的 交 线 的 方程 . 
我 们 把 方程 组 (7. 4) 称 为 直线 方程 的 一 般 式 或 称 为 直线 的 普通 方程 . 
现在 我 们 来 求 由 (7. 4) 给 出 的 直线 的 标准 式 方程 . 为 此 只 要 找 出 该 直线 上 
的 一 个 定点 Po 及 它 的 方向 向 量 $ 即 可 , 凡 满 足 方程 组 (7. 4) 的 每 一 点 都 可 取 作 
Pu ,这 样 的 点 有 无 限 多 个 .为 计算 方便 起 见 , 我 们 取 (7.4) 与 某 个 坐标 面 的 交点 
为 Po( 因 为 (7. 4) 不 可 能 与 三 个 坐标 面 都 不 交 ). 又 因为 两 个 平面 的 交 线 必 与 二 
平面 的 法 向 量 缘 垂直 ,(7， 4) 中 二 平面 的 法 向 量 为 NN =(Ai,Bi,C),N,=(A,, 
B,C;), 因 此 ,它们 的 交 线 的 方向 向 量 S 可 以 取 为 与 Ni XN; 共 线 的 一 个 向 量 . 有 
了 点 Pu 和 方向 向 量 $, 于 是 可 以 写 出 它 的 标准 式 方程 . 
例 1 已 知 直线 的 普通 方程 为 
mee 
4Z 一 6y 十 5z 一 1 一 0， 


(2: 4) 


求 它 的 标准 式 方程 . 
解 ” 这 两 个 平面 的 法 向 量 分 别 为 
N=(2,—3,—1),N:=(4,—6,5), 


3 = = 者 2 一 
NXN, = 9 9》 ) 
一 6 上 5 5 4 4 “二 淮 
一 《一 215 一 14705 


取 S=(3,2,0) 为 已 知 直线 的 一 个 方向 向 量 . 
为 求 直线 与 yz 面 的 交点 ,用 z=0 代入 已 知 方程 得 


一 3y 一 z 十 4 二 0， 
or 
解 得 y 一 字 ,z 一 他 ,得 到 所 求 交点 为 (0, 光 , 子 ). 
于 是 所 求 标准 式 方程 为 
二 
区 二 2 和 
Br 口 


例 2 已 知 直线 通过 两 点 P(x » V1 ;21) 及 P, (zx» sy2 ,zz), 求 这 个 直线 的 向 
量 方程 ,并 写 出 它 的 标准 式 方程 . 


52 空间 解析 几何 


解 ” 可 取 已 ,已 为 该 直线 的 一 个 方向 向 量 . 记 0, 一 已 ,0 方 , 一 P, ,于 是 PiP; 
二 P, 一 Pi. 设 直线 上 动 点 P(x,y,z), 记 0O 疡 ==P, 于 是 有 Pi 让 =P 一 P, =t PiP;， 


亦 即 
P=P,+i(P,—P.), (C7: 5) 
这 就 是 所 求 直 线 的 向 量 方程 . 它 的 标准 式 方程 为 


= (7. 6) 


回 
方程 (7. 5) 和 (7. 6) 分 别称 为 向 量 形式 的 和 坐标 形式 的 直线 方程 的 两 点 式 . 
例 3 求 直线 


与 平面 


z=1 十 2t， y= 一 1 十 3f， z= 二 2 一 5t. (x) 
代 信 平面 方程 ,整理 得 :的 一 次 方程 
6—72=0, 
解 得 :一 也 .代入 ( * ) 式 得 交点 ( 闻 , 寺 ,二 口 
注 : 求 直线 与 平面 的 交点 时 ,通常 把 直线 方程 化 成 参数 式 ,因为 一 元 一 次 广 
程 最 容易 解 
现在 我 们 从 两 条 已 知 直线 的 方程 来 讨论 它们 的 位 置 关系 . 
定义 7.1 ”直线 的 方向 向 量 之 间 的 夹 角 或 它 的 补 角 , 叫 做 这 两 条 直线 的 
夹 角 . 
已 知 二 直线 4 和 4 的 标准 式 方程 为 


可 知 它们 的 方向 回 量 分 别 为 S, 三 (0 ,za ya ) 和 S 三 (17 ). 设 与 /2 的 夹 
角 之 一 为 9, 由 定义 得 
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Si a S, wl lz 十 mas nn 


全 TS 二 07. 7 
1S 11S: | VRETm T/T 


cos 0 一 


于 是 我 们 得 到 
有 | lO5) | S$,5) S, =06G ls 二 mm 十 7 72 一 0. 


NDS NS:6S, XS, 一 0 全 = 于 = 一， 0 


2 m2 12 


当 4 与 4 的 方向 向 量 平行 时 ,如 车 44,ls 再 有 公共 点 , 则 与 is 重合 ,于 是 得 到 


4 与 ls 重合 合 


ls m2 n2 


(第 2 个 条 件 说 明 4 上 的 点 (zi,y1,x1) 也 在 1， 上.) 
习 "网 七 


1. 求 下 列 直线 方程 . 
@@ 过 点 (1,0, 一 2) 且 平行 于 S$ 二 (4,2, 一 3); 
四 过 点 (0,2,3) 且 垂直 于 平面 2z 十 3y 一 0; 
图 过 两 点 (1,0, 一 2) 及 (0,2,3). 
2 Ply ls 
@@ 求 过 己 及 原点 的 直线 方程 
@ 过 己 且 分 别 与 各 坐标 轴 和 平行 的 各 直线 的 方程 ， 
3. 化 下 列 方 程 为 标准 式 : 
Z 十 y 十 zx 一 3， XK 二 3z—5， 
ehh Hm 
4. 判定 下 列 各 组 直线 是 否 平 行 , 是 否 垂直 ? 


2 
VD = 一 LE T—y—02—8=03 


y=2 ts 和 | 


z 一 一 7 十 + 


三 5 十 2t， 
@ ZX 十 3y 十 z 十 2 二 0， 
Wy dw—2 ==)0, 


“© 这 里 说 的 平行 是 广义 的 ,也 包含 重合 , 故 平行 而 不 重合 的 充 要 条 件 应 该 再 加 上 “一 ， 
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3 
汪 王 痉 , 忆 一 至 不 全 相等 
12 2 
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; 求 直线 一 2 一 2 上 一 点 (3,4,5) 到 此 直线 与 平面 十 y 十 < 一 2 的 交 


点 的 距离 . 
。 当 系数 刀 取 何 值 时 ,才能 使 直线 
3z 一 人 人 林 2z 一 6 一 0， 
上 
与 之 轴 相交 ? 
。 当 系数 B 和 DD 取 何 值 时 ,才能 使 直线 
Xx—2y 二 x 一 9 二 0， 
a 


落 在 xy 面 上 ? 

. 说 明 以 下 诸 直 线 对 于 坐标 系 的 位 置 (出 现 的 系数 皆 不 为 零 ) : 
Aizr 十 By 十 Ciz 一 0， Aiz 十 站 一 0， 
了 Et 
Aiz 十 Biy 十 Ciz 十 也 一 0， By 十 Clzx 十 Di 一 0， 

ol Byt+D,=0; ae 
AZ 十 Ciz 一 0， By 十 Clz 一 0， 
re | 

。 设 直线 


rie = 一 0， 
Asz 十 By 十 Csz 十 D; 二 0， 

就 下 列 情形 分 别 推 求 各 系数 所 应 适合 的 充 要 条 件 : 

中 过 原点 ;四 和 z 轴 平行 ;加 和 y 轴 相 交 ; 加 和 z 轴 重 合 . 


$8 平面 与 直线 的 有 关 问 题 


1. 直线 与 平面 的 位 置 关 系 
已 知 直 线 ! 和 平面 a 的 方程 为 


a:Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 
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现在 我 们 来 讨论 Dia,@1/a,@l 在 a 上 的 充 要 条 件 . 


因为 直线 / 的 方向 向 量 $ 二 (1,m,n) 与 直线 /平行 ,平面 a 的 法 向 量 N= 
(4A,B,C) 与 平面 c 垂直 ,所 以 有 


®D LLa3S//N 名 诺 一 加 一 器， (8.1) 


Q@ 1//aSsS | NEGLILA+mB+nC=0. © 
如 果 S$1LN 时 ,和 wa 又 有 公共 点 , 则 /就 整个 落 在 c 上 了 .因此 有 


LA 十 mB 十 nC 一 0， 
l OO (8. 3) 
号 1 在 5 十 A + Byo Cet D=0, 


(第 2 个 条 件 说 明 1 上 的 点 (zo ,yoyzo) 也 在 wc 上 .) 
定义 8.1 设 直 线 / 和 平面 a 的 交角 为 9. 当 1/a 时 ,9 二 0; 当 /La 时 ,0 二 
到 ;其 他 情况 下 ,0 等 于 1 与 它 在 w 上 的 射影 直线 1 所 交 的 锐角 . 


(8. 2) 


设 g 是 1 的 方向 向 量 S 与 a 的 法 向 量 N 之 间 的 夹 角 , 则 有 9 一 六 一 %( 如 图 


8-1@0) 或 9 一 序 十 9( 如 图 8-1@). 于 是 


@ 这 里 说 的 平行 是 广义 的 ,包括 1 落 在 a 上 的 情形 ,车 不 包括 1 落 在 a 上 的 情形 ,Lu 的 充 要 条 件 
应 为 
IA+mB+nC=0,， 
(8. 4) 
Azxo Byot Cro DAAO. 
@ 有 时 也 称 直 线 /1 落 在 平面 a 上 的 情形 为 直线 1 与 平面 a 重合 . 
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或 cos i 0. 


因此 在 这 两 种 情况 下 ,都 有 sin 6 一 | cos gp| 二 
于 是 我 们 有 
定理 8.1 已 知 直线 /和 平面 a 的 方程 为 


席 直 = Xo JJ yo Zo 


~ 
S 
总 


a:Az 十 By 十 Cz 十 D=0. 
设 1 和 a 的 交角 为 9, 则 
[Se Np 
ISIIN| VEFm + VA TB +C 
例 1 判定 下 列 直 线 和 平面 的 位 置 关系 . 若 相 交 , 求 它们 的 交点 和 交角 . 
无 十 y3x 


一 0， 
Q@ 直线 与 平面 zx 一 y 一 z 十 1 一 0; 
玉环 一 和 二 人 


© 直线 < 一 关 一 2 与 平面 < 一 2y 十 x 一 1 一 0. 
解 四 将 已 知 直线 化 成 标准 式 


sin 0 一 《8.5 


已 知 直线 的 方向 向 量 S$ 二 (1 ,2, 一 1), 已 知 平面 的 法 向 量 N 二 (1, 一 1, 一 1), 于 是 
有 SS。*N=1 一 2 十 1 二 0. 又 已 知 直 线 上 一 点 (0,0,0) 不 满足 已 知 平面 的 方程 ,所 
以 已 知 直线 与 已 知 平面 平行 (不 重合 ). 

本 题 也 可 不 必 如 上 用 公式 (8. 4) 来 判断 . 直接 观察 所 给 直线 的 方程 ,可 以 发 
现 ,直线 所 在 的 平面 之 一 与 已 知 平面 平行 (不 重合 ) ,因此 ,该 直线 必 与 已 知 平面 
平行 (不 重合 ). 

@ 已 知 直线 的 方向 向 量 $= 二 (2,3,6) ,已 知 平面 的 法 向 量 N==(1, 一 2,1)， 
S， N= 二 2 一 6 十 6 关 0, 即 所 给 直线 与 平面 不 平行 , 故 必 相 交 , 为 求 交点 , 先 将 直线 
方程 化 成 参数 式 . 


令 25 一 之 一 一/， 得 zx=1 十 2t,y 一 3t,z 一 2 十 6t, 代 人 平面 方程 , 解 得 


f= 一 1 聆 交 全 罗 (一 1 一 3 二 44), 
设 交 角 为 9, 则 由 定理 8.1 有 


sin 0= |cos /(S,N)|= 全 让 
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即 EE de | A ed 
V2 3 + VI +(—2) il W6 21 
ES infv6 6°42" 
0 arcsin (WY) 5 口 


例 2 求 从 原点 到 直线 
| AR 
【2z 十 3y 十 4z 十 5 一 0 
的 垂 线 和 垂 足 . 
解 ”如 能 求 出 过 原点 与 直线 ! 垂直 的 平面 a, 则 /与 a 的 交点 即 为 所 求 垂 
足 , 原 点 与 垂 足 的 连 线 即 为 所 求 垂 线 . 
因为 c 上 1, 所 以 7 的 方向 向 量 S 就 是 a 的 法 向 量 入 . 


1 i 1 
已 知 /的 方向 向 量 S= (| | )= 一 12 一 D, 故 过 大 


3 4 4 2 > 
点 以 N= 二 (一 1,2, 一 1) 为 法 向 量 的 平面 a 的 方程 为 
=w Fay =0, 


将 它 和 1 的 方程 联 立 , 解 得 交点 (也 ,一 地 ,一 分 ) 即 为 垂 足 .该 点 和 原点 的 连 线 
之 


I 


2 _ 工 _4 
3 3 3 
,ER 
即 一 
就 是 所 求 垂 线 . 口 
2. 二 直线 共 面 的 条 件 
我 们 现在 来 讨论 已 知 二 直线 
1 :了 一 疡 十 奴 ; ， ( 关 ) 
L :卫生 已: 十 奴 ， (关头 ) 


共 面 的 条 件 . 首先 要 注意 直线 共 面 与 向 量 共 面 
之 间 的 区 别 : 几 个 向 量 共 面 与 否 ,是 将 它们 移 
到 同一 始点 以 后 考查 的 ,而 直线 却 不 能 移动 . 
方程 (* ) 表 示 直 线 hi 过 定点 Pi 且 与 定 
向 量 5S, 平行 ,(* x ) 表 示 直 线 l; 过 定点 P; 与 图 8-2 
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定向 量 $: 平行 .如 果 4 与 i 同 在 一 个 平面 上 , 则 有 PP: ,Si ,Ss 三 向 量 共 面 (如 
图 8-2). 反 过 来 , 若 P,P， ,91 92 三 向 量 共 面 , 则 ll yz 在 同一 个 平面 上 . 而 三 向 
量 共 面 的 充 要 条 件 是 三 向 量 的 混合 积 为 零 . 因此 我 们 有 


定理 8.2 二 直线 
/1 :P 一 局 十 1S，， (%) 
l,:P=P,+tS, (x x) 
共 面 的 充 要 条 件 是 
(PiP; ,S$ ,S$,)=0. (8. 6) 


若 4 ,ls 用 对 称 式 表示 , 即 


Li 7721 ni 
-4 (¥ #) 
则 2 ,ls 共 面 的 充 要 条 件 为 
Ra Wy 
a m1 ni =0. (8. 7) 
ls ms nz 


若 二 直线 不 在 同一 平面 上 , 则 称 二 直线 为 异 面 直线 . 因此 我 们 有 
推论 8.1 若 二 直线 及 2 的 方程 为 (x* ) 和 (x x ), 则 4 与 ls 异 面 的 充 
要 条 件 为 
(Bi BP ,8 57 天 0， 
车 1,ls 的 方程 为 (x* ) 及 (x *)', 则 与 ls 异 面 的 充 要 条 件 为 
T2 TI YY Zl 


天 0. 


有 7721 711 


ls ms ns 
二 直线 共 面 而 不 平行 时 必 相 交 , 再 注意 到 7 中 二 直线 平行 的 充 要 条 件 ,我 
们 有 
推论 8.2 若 二 直线 2 和 ls 的 方程 为 (x* ) 及 (* * ), 则 有 与 ls 相交 的 充 
要 条 件 为 
(PiP; ,Si ,$;)=0, 
Si XS,A0. 
车 二 直线 4 ,ls 的 方程 为 (x* ) 及 (* *)', 则 4 与 l; 相交 的 充 要 条 件 为 


(8. 8) 
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好 mz ns (8. 9) 


例 3 证 明 二 直线 


相交 ,并 求 交 点 坐标 . 
解 过 Pi(l;055); 方 向 向 量 为 人 =(=178 一 3).4 和 对 Py(3521; 一 J s 

方向 向 量 为 5,= 二 (4,5, 一 10). 因为 

3 一 1 21—0 —11—5 


4 DS ==10 


所 以 根据 (8. 7) ,4 与 六 共 面 . 又 于 基 二 天 二 ,所 以 4 与 ls 相交 . 


为 求 交点 ,把 两 个 直线 方程 化 成 参数 式 ， 
cs ee 7X 二 3 十 4t,， 
li | ， eda, 
z 二 5 一 31， z 一 一 11 一 10 
4 与 4 的 交点 的 坐标 应 满足 
1—t = 二 3 十 4t;， 
[nate 
5—3t 二 一 11 一 10t,. 
解 得 4 二 2,ts 二 一 1. 将 二 二 2 代入 4 的 参数 方程 (或 将 二 一 1 代入 is 的 参数 
方程 ) 即 得 交点 (一 1516, 一 1); 加 
例 4 一 直线 通过 点 (2,6,3), 与 平面 a:x 一 2y 十 3z 一 5 二 0 平行 , 且 和 直线 
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此 处 i,m,n 为 待定 系数 . 
因为 1 与 a 平行 ,所 以 由 (8.2) 有 
1 一 2m 十 3n 二 0. ©@ 
又 因为 /与 民 相交 ,所 以 1 与 局 共 面 .由 (8.7) 有 
2—2 6—2 3=6 
一 各， 一 省 2 
l m n 
即 16l—15m—20n 二 0. 四 
， 由 @,@ 解 得 ”l=5n,m= 二 4n. 
若 取 "一 1, 则 /一 5，,m 一 4, 代 人 @ 得 所 求 直 线 方程 为 


z 一 2 一 2 一 6 一 z 一 3 
5 4 1 国 
3. 平面 束 
定义 8.2 通过 一 条 定 直线 的 所 有 平面 的 全 体 , 称 为 一 个 平面 束 , 定 直 线 
叫 平 面 束 的 轴 . 


定理 8.3 以 二 相交 平面 
a :Aizx 二 Biy 十 Ciz 十 Di 二 0， 
az :AsZz+Bzy+Cz+tD;,=0 
的 交 线 1 为 轴 的 平面 束 的 方程 是 
(4iz 十 By 十 Ciz 十 Di) 十 ww(CA:z 十 B2y 十 Caz 十 Da ) 王 0， (8. 10) 
这 里 4,y 是 不 同时 为 零 的 任意 实数 , 称 为 参数 . 
证 1 对 于 任意 一 组 不 同时 为 零 的 参数 值 1,w，, 方 程 (8. 10) 表 示 一 个 平面 . 
将 方程 (8. 10) 改 写 为 
(CA 十 krAs)z 十 (MB 十 pwB:)y 十 CAC 十 wxCs )z 十 (AD 十 kwD:) 一 0， C8, 10) 
而 (8. 10) 中 xz,y;z 的 系数 不 同时 为 零 ,否则 
AAitpAs=0, ABit+uB;=0, AGit+uCi=0, 
设 4 关 0, 则 有 


而 这 与 题 设 w ,as 相交 矛盾 了 ,所 以 (8. 10)'( 即 8. 10) 确 是 三 元 一 次 方程 ,表示 
平面 . 
2 对 于 任意 一 组 不 同时 为 零 的 参数 值 4,y, 方 程 (8. 10) 表 示 的 平面 过 ai 与 
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"aa 的 交 线 /. 

因为 wu ,as 交 线 1 上任 一 点 的 坐标 必 满 足 a, 及 as 的 方程 ,因而 也 必 满 足 方 
程 (8. 10), 从 而 i 必 在 方程 (8. 10) 所 表示 的 平面 上 . 

3 通过 交 线 1 的 任 一 个 平面 a, 都 可 以 通过 选取 适当 的 4,y 值 用 方程 

(8. 10) 表 示 . 
设 在 平面 a 上 但 不 在 交 线 1 上 任 取 一 点 Pla,B,7Y), 因 为 P 不 在 1 上 ,所 以 
Aia 十 B18B 十 C17 十 Di 与 Asa 十 BB 十 CsY 十 D; 不 能 同时 为 零 . 如 果 Asa 十 BiB 十 

Cs7Y 十 Ds 了 关 0, 可 取 


起 = _ Aiat+Bip+C y 十 DD) 
A Aza 二 BB Cs yD 


把 满足 这 个 关系 的 一 组 4,y 值 代入 方程 (8. 10) 得 
(As:a 十 B:p8 十 Cs7y 十 Di)(CAiz 十 Biy 十 Ciz 十 Di ) 一 
(CAia 十 B,8 十 Ciy 十 Di ) CA;z 十 By 十 Csz 十 D; ) 一 0. 
显然 这 个 方程 既 通 过 1 又 通过 PP 点 , 即 为 平面 a 的 方程 . 
特别 地 , 当 a 二 a 时 ,可 以 选取 A 二 1,y 二 0; 当 a 二 az 时 ,可 以 选取 ==0,4 二 
1. 口 
注 : 为 了 计算 方便 ,有 时 也 把 上 述 平面 束 的 方程 写成 
Aiz 十 By 十 Ciz 十 Di 十 MCA:z 十 B:y 十 Csz 十 D,) 一 0. (8. 11) 
它 只 含有 一 个 参数 4, 所 以 计算 方便 .但 要 注意 ,不 管 X 取 何 值 ,方程 (8. 11) 都 不 
能 表示 平面 
Aszx 十 By 十 Csz 十 D; 一 0， 
即 (8. 11) 决 定 的 平面 的 全 体 比 (8. 10) 决 定 的 平面 束 少 了 一 个 平面 a;. 
2z 一 y 十 2z 一 0， 
例 5 求 过 直线 I zy 面 垂直 的 平面 . 
解 ” 过 二 平面 2x 一 y 十 2z 二 0,z 十 2y 一 2z 一 6 二 0 的 交 线 的 平面 方程 可 设 为 
CC2 元 一 9 十 2 十 证 29 一 25 一 的 一 0 中 
即 (24 十 jz 十 (一 A 十 2p0)y 十 (24 一 2p)z 十 (一 6y) 二 0. © 
该 平面 的 法 向 量 N=((24 十 pj) ,( 一 4 十 2y) , (24 一 2)). 由 题 设 该 平面 与 zy 面 
垂直 ,得 N，k 二 0, 即 24 一 20 一 0. 解 得 一/ 取 4==1, 则 p=1. 
代入 四 或 @ 即 可 得 所 求 平面 方程 
3z 十 y 一 6 一 0. 口 


en 
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习 题 八 


. 求 直线 


3z 十 2 一 4z 一 12 王 0， 

范 十 4 一 55 一 10 一 0 
在 各 坐标 平面 上 的 投影 平面 方程 ( 即 通过 该 直线 与 各 坐标 面 垂 直 的 平面 方 
程 )， 


。 求 过 直线 
下 -汪汪 
人 2 1 sse 
且 平 行 于 直线 
| 
a 
的 平面 方程 
。 求 过 直线 


2z 一 y 一 2z 十 1 一 0， 
ZX 十 y 十 4z 一 2 二 0， 
并 在 y 轴 和 xz 轴 上 有 相同 的 非 零 截 距 的 平面 方程 ， 


. 求 下 列 直线 方程 : 


OD 过 点 (2, 一 1,3) 与 一 学 一 2 要 直 相 交 ; 


四 过 点 (1,0, 一 2) 与 平面 3 一 y 十 22 十 1 一 0 平行 ,与 直线 一 2 让 一 闻 
相交 
轿 过 点 (11,9,0) 与 2 一 ZL3 一 2 5 和 过 =2 二 2 二 都 相 交 . 


3 1 “= 和 1 2 ER 
元 十 3 十 2 研 05 忒 十 & 十 1 三 0， 
?十 zx 十 1 一 0， y 十 z 十 1 二 0; 


11, 


12, 


13, 
14. 
15. 


16. 
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并 一 y 一 Z 十 2 一 0， Z 一 2y 十 zx 一 0， 
9 | 


2z 一 3y 十 3 一 0， Sn 
Z 十 y 一 z 十 1 一 
求 直 纹 | 1 在 平面 了 十 y 十 z 一 0 上 的 投影 直线 的 方程 
X 一 y 十 z 十 1 二 
。 证 明 三 个 平面 2 之 一 0,X 一 2y 十 z 十 2 二 0 和 3x 一 3y 十 z 十 7 二 0 属于 同 
一 个 平面 来 . 
. 求 过 定点 (aypyc) 且 与 二 异 面 直线 
Xa1_y Dz Cl 区 一 区 _ WW 
li 1 721 加 7722 加 722 
@ 均 相交 ;@@ 均 垂直 的 直线 方程 
工 一 oe 
。 求 直线 和 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D= 二 0 相交 ,平行 和 重合 的 充 要 


条 件 . 


, 求 过 点 (46,c) ,与 直线 二 一 二 有 目 与 平面 Az 十 By 十 Czx 


十 DD 二 0 平行 的 直线 方程 ， 
求 过 点 (aybc), 与 平面 Azx 十 By 十 Cz 十 DD= 0 垂直 , 且 与 直线 一 一 


一平 村 的 平 需 兴 各 


m 
求证 三 个 平面 
Aiz 十 By 十 Ci zx 一 0， 
A:z 十 By 十 C:zx 一 0， 
AsaXx 十 Bay 十 C3z 二 0 
共 线 的 充 要 条 件 是 
A B: Ci 
A, B, C,|=0. 
As Bi CG 
求 平面 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0 与 各 坐标 轴 的 夹 角 . 
求 平面 zx 二 px 十 gy 十 1 与 zy 面 的 夹 角 . 
求 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0 与 工 轴 及 y 轴 成 等 角 的 条 件 ,以 及 它 与 三 个 华 
标 轴 成 等 角 的 条 件 . 


求 直 织 于 一 2 一 2 4 和 平面 6z 十 15y 一 10z 一 0 的 夹 角 . 
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17. 求 经 过 平面 zx 十 5y 十 z 一 0 和 z 一 z 十 2 一 0 的 交 线 且 与 平面 x 一 4y 一 8z 十 12 二 0 
成 车 角 的 平面. 
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1. 点 到 平面 的 距离 


为 了 研究 点 到 平面 的 距离 ,我 们 先 介 绍 两 个 概念 :平面 的 法 式 方程 和 平面 
到 点 的 离 差 . 

从 原点 向 平面 a 作 垂 线 ON , 交 平面 于 了 点 ,OT 长 为 p. 取 与 OT 同 向 的 单 
位 向 量 六 ,于 是 平面 a 的 方程 可 以 表示 为 


Ne . (OB—OF)=0, (x) 
此 处 O 疡 是 a 上 任 一 点 P 的 向 径 . 因为 N*，O 宁 =p, 所 以 (x ) 即 为 
N° » OP—p=0. (9. 1) 


因为 N 是 单位 向 量 , 所 以 六 的 坐标 就 是 它 的 方向 余弦 , 即 N? 二 (cos a,cos BB， 
cos 7). 设 动 点 P(z,y,z), 于 是 (9.1) 的 坐标 表示 为 


Zcos a ycos 8B 十 zcos 7—p=0. (9. 2) 
(9. 1) 和 (9. 2) 分 别称 为 平面 a 的 向 量 形式 
的 和 坐标 形式 的 法 式 方程 . 


特别 地 , 若 平面 通过 原点 , 即 O 与 工 重合 
时 , 力 王 0. 当 平面 不 通过 zx 轴 时 ,我 们 规定 N 
向 上 ,于 是 Y<- cos 7 二 0; 当 平面 通过 xz 轴 而 
不 通过 > 轴 时 , 即 此 时 有 cos Y= 二 0, 我 们 规定 
图 9-1 全 的 方向 使 8< > , 即 cos p>0; 当 平面 就 是 yz 


面 时 , 即 此 时 cos yx 一 0,cos B 二 0, 我 们 规定 六 与 工 轴 同 向 . 

定义 9.1 设 4d 表示 点 P 到 平面 的 距离 . 当 P 点 与 原点 分 别 在 平面 a 的 
两 侧 时 , 称 十 d 是 平面 a 到 点 PP 的 离 差 ; 当 PP 点 与 原点 在 平面 a 的 同 侧 时 , 称 一 d 
是 平面 a 到 点 也 的 离 差 . 

若 原点 在 平面 c 上 , 则 规定 当 了 点 在 N" 的 正 向 所 指 的 那 一 侧 时 ,平面 a 到 
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P 的 离 差 为 十 d, 在 相反 的 一 侧 时 , 离 差 为 一 d. : 
由 这 个 定义 ,我 们 车 能 设法 计算 出 平面 到 某 一 点 的 离 差 , 则 其 绝对 值 即 为 
平面 到 该 点 的 距离 了 . 对 于 计算 离 差 ,我 们 有 如 下 定理 . 
定理 9.1 已 知 平面 a 的 法 式 方程 为 
Ni . OP—p=0, 
则 平面 a 到 a 外 一 点 P。 的 离 差 6 等 于 
6=N° 。 OB,—z. 
证 设 P, 点 在 由 六 所 决定 的 轴 “ 上 的 投 
影 为 Q 点 ,该 轴 与 a 的 交点 为 工 如 图 9-2). 于 是 
平面 a 到 P。 的 离 差 6 就 等 于 1 轴 上 的 有 向 线段 
TQ 的 量 TQ. 
而 TQ 二 OQ 一 OT, 这 里 OQ,OT 分 别 是 ! 上 
有 向 线段 0Q 及 OT 的 量 , 且 0Q= Priw 0 = 
N'. 0,,|OF|==p. 所 以 有 6=TQ=N'， 0 
本 口 图 9-2 
这 个 定理 告诉 我 们 :平面 到 一 点 的 离 差 ,等 
于 在 平面 的 法 式 方程 (9. 1) 的 左 端 , 用 该 点 的 向 径 去 替换 平面 方程 中 动 点 的 向 
径 所 得 的 结果 . 
推论 9.1 设 平面 a 的 法 式 方程 为 
Zcos a 十 ycos B 十 zcos 7Y 一 二 0， 
则 平面 a 到 a 外 一 点 Po (zo ,yo ,zo) 的 离 差 是 
6 一 Zocos a 十 yocos B+zocos 7—p, (9. 4) 
即 平面 到 一 点 的 离 差 ,等 于 在 平面 的 法 式 方 程 (9. 2) 的 左 端 用 该 点 的 坐标 去 替 
换 方程 中 动 点 的 坐标 所 得 的 结果 . 因此 ,要求 点 到 平面 的 距离 或 离 差 , 先 要 求 出 
平面 的 法 式 方程 . 
设 平面 a 的 一 般 方程 为 
N. OB+D=0, (9. 5) 
将 它 与 a 的 法 式 方程 (9.1) 比 较 , 可 以 看 出 它们 有 两 点 区 别 :首先 ,法 式 方程 中 
的 法 向 量 是 单位 向 量 N" ,而 一 般 式 中 的 法 向 量 N 不 必 是 单位 向 量 ;其 次 法 式 方 
程 中 的 常数 项 (一 p) ,永远 为 负 ( 因 为 p 是 原点 到 平面 的 距离 永远 为 正 ) ,而 一 般 
式 中 的 常数 项 D 不 必 为 负 . 因此 将 一 般 式 (9.5) 化 成 法 式 (9. 1), 只 需 将 法 向 量 


N 化 成 单位 向 量 , 并 适当 改变 DD 的 符号 . 为 此 我 们 用 士 TAT 去 乘 (9 5) 的 各 项 ， 
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正 负 号 的 选取 ,使 与 D 反 号 .这 时 (9.5) 就 化 成 法 式 方程 


N. OP+D 
士 |N| 


若 用 坐标 表示 ,平面 a 的 一 般 式 方程 为 
Az 二 By 十 Cz 十 D==0. (9.7) 


= (9.6) 


1 
VA+B TC 
Az+ByT CatD 
主 VA 十 BB 十 C3 
正 负 号 的 选取 使 与 D 反 号 ,这 就 是 法 式 方程 了 . 
因子 士 TNT 即 士 -下 床下 二 称 为 法 式 化 因子. 
特别 地 ,如果 一 般 式 方程 (9.7) 中 了 =0, 根 据 前 述 当 p= 二 0 时 ,关于 法 式 方 
程 中 N? 的 方向 的 规定 ,(9. 8) 中 正 负 号 的 选取 规定 如 下 : 当 D==0,C 关 0 时 与 C 
同 号 ; 当 D==0,C 二 0,B 关 0 时 与 B 同 号 ; 当 D 二 C= 二 B=0 时 与 A 同 号 . 
推论 9. 1 用 于 (9. 8) 式 ,又 因为 离 差 的 绝对 值 就 是 距离 ,所 以 我 们 有 如 下 的 
定理 9.2 平面 a 


各 项 乘 以 因子 士 ,得 


(9. 8) 


Az 二 By 十 Cz 十 D=0 
到 点 Po (zo Yo ,z0) 的 离 差 是 
_4m 十 By 十 Ca 十 
+/RTETG ， 
正 负 号 的 选取 按照 对 (9. 8) 式 的 规定 . 
点 Pu 到 平面 a 的 距离 是 


d= 


(9..9) 


|Azo 十 Byo 十 Czo 十 DD | 

由 以 上 讨论 的 结果 可 知 , 如 果 我 们 把 平面 a 的 方程 左 端 的 三 元 一 次 多 项 式 
看 成 是 空间 点 的 函数 , 则 对 应 于 平面 a 上 的 点 ,该 函数 值 为 零 ;对 应 于 平面 一 侧 
的 所 有 点 ,函数 值 皆 为 正 ;而 对 应 于 平面 男 一 侧 的 所 有 点 ,函数 值 丝 为 负 . 特别 
地 , 当 平 面 a 的 方程 为 法 式 方程 时 ,原点 所 在 的 平面 这 一 侧 的 所 有 点 ,对 应 的 函 
数值 丝 为 负 . 于 是 我 们 有 

推论 9.2 平面 a:Az 十 By 十 Cz 十 D==0 把 整个 空间 的 点 分 成 三 部 分 , 平 
面 上 的 点 


C9, 10) 


Az 二 By 十 Cz 十 D=0， 
平面 一 侧 的 点 
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Axz+t+BytCzt+D>0, 
平面 男 一 侧 的 点 
AzTBytCztD<0., 
例 1 求 二 平行 平面 
Qa1:27X—2y 十 z 一 3 二 0， @) 
好 :4z 一 47y 十 2z 十 5 一 0 ©@ 


之 间 的 距离 . 
解法 一 ” 因 ww ,所 以 只 要 在 % 上 任 取 一 点 , 求 该 点 到 w 的 距离 即 为 二 
平面 之 间 的 距离 . 
在 个 式 中 令 z= 二 0,y 二 0, 解 得 z= 二 3. 于 是 A 0,3) 是 wu 上 一 点 .将 @ 化 成 
1 


潜 武 ,用 兴 家 化 央 于 一 一 七 乘 @ 式 得 aa 的 法 式 方程 
/FF 
一 了 x 十 与 y 一 上 < 一 证 一 0. 


] 


Pi 到 us 的 离 差 为 6 和 


人 
于 是 P, 到 a; 的 距离 4d 王 守 , 这 就 是 oa 与 ws 的 距离 . 
解法 二 Ph 


:性 z 一 和 y 十 二 z 一 1 一 0， ® 


2 2 5 
wm artay a 6—0. @ 


由 法 式 方程 @ 和 @ 可 知 原点 到 a 的 距离 d1 一 1, 原点 到 w 的 距离 di 一己. 但 从 


@,@ 又 可 知 wm 和 as 的 法 向 量 方向 相反 , 即 二 平行 平面 位 于 原点 两 侧 , 所 以 w， 


ww 的 距离 d= 由 十 心 一 1 十 二 一 总 . 


例 2 求 二 相交 平面 
Ql:X—2y—2z—1=0， ou :3z 一 4y 十 5 一 0 
所 成 二 面 角 的 平分 面 的 方程 . 
解 ui 和 a 所 成 二 面 角 的 平分 面 ,就 是 到 a 和 a 的 距离 相等 的 点 的 
轨迹 . 
oa 和 o 的 法 式 方 程 分 别 为 
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sz 25—2z—1)=0 


和 一 言 (3z 一 4y 十 5) 一 0 
设 P(xz,y,z) 为 所 求 平分 面 上 任 一 点 , 则 有 
于 (cz 一 3? 一 2z 一 D|=| 一 计 (82-4y+5) 
即 言 (z 一 2 一 2z 一 1) 一 一 于 (3z 一 4 十 5)， 
和 (x 一 2y 一 2z 一 1) 一 计 (3z 一 4y 十 5)， 
也 就 是 7w—11ly—Ssd=0 
和 27z 一 y 十 5z 十 10 王 0. 口 
2. 点 到 直线 的 距离 
已 知 直 线 1:P 二 Po 十 堆 及 1 外 一 点 A, 求 A 到 7 的 距离 d. 
4 如 图 9-3, 作 以 直线 / 上 的 定点 Po 为 顶点 、 


互 坟 与 $ 为 邻 边 的 平行 四 边 形 , 则 S$ 所 在 的 底 边 
上 的 高 即 为 A 点 到 1 的 距离 d. 由 外 积 的 几何 意 
义 ,我 们 知道 上 述 平行 四 边 形 的 面积 为 |B,AXS|. 


# < 1 这 个 面积 被 底 边 长 1S| 除 , 即 得 该 底 边 上 的 高 ,所 
图 9-3 以 有 
a LEA. C9 11) 
若 1 的 方程 为 


则 点 A(a,65,c) 到 /的 距离 为 
d= Le X00 Yc)OX Cm,n)| 


3. 二 异 面 直线 间 的 距离 及 公 垂 线 方程 


和 两 条 异 面 直线 2 ,ls 都 垂直 相交 的 直线 ,叫做 71 ,ls 的 公 垂 线 , 公 垂 线 介 
于 氏 1 和 (Ls 之 间 的 线段 的 长 度 叫 做 这 两 条 异 面 直线 之 间 的 距离 . 


《95 12) 
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已 知 二 异 面 直线 
:P=P, 二 |, 
l;:P=P;++tS,. 
求 ,ls 的 公 垂 线 方程 . 
设 公 垂 线 为 .因为 114 ,ll 1;, 所 以 选取 1 的 方向 向 量 为 
S$S=S$\ XS; 

(因为 Ul slz 异 面 ,所 以 Si XS; 9) 义 $ 天 0)。 因为 l 要 与 局 相交 ,所 以 l 必 在 过 
且 与 $ 平行 的 平面 wi 内 , 故 a 的 法 向 量 为 $1 XS 二 $1 X (Si XS;),a 的 方程 为 
(P—P)» (S$: XS$)=0 即 (了 一 已 ,Si Si XS;,)=0. 

同 理 , 因 为 ! 要 与 2 相交 ,所 以 ! 必 在 过 且 与 $ 平行 的 平面 cs 内 , 故 az 的 法 

向 量 为 $, XS 二 S$; X(S X 5,),as 的 方程 为 
(P—P;,). (S$,; XS)=0 即 (P 一 Ps ,S: ,Si XS,)=0. 


因为 wm ,az 不 平行 ,所 以 was 的 交 线 是 唯一 存在 1 
的 , ai ,az 的 交 线 就 是 已 知 二 异 面 直线 4 ,ls 的 公 垂 
线 上 如 图 9-4) , 故 41,ls 的 公 垂 线 1 的 方程 为 


( 卫 一 Pi ,Si ,SS XS,)=0, D, 
(9; 13) 
(PpP—P, ;Ss ,Si XS,)=0, D, 
化 成 坐标 表示 为 : 
二 异 面 直线 
1 Ti yy YY_%X ZI 
1 3 eT 9 
li ml nl 图 9-4 
1 TX XY YX Tz 
2 3 本 Pn 
Ls my» 722 
的 公 垂 线 ! 的 方程 为 
EF st 1 “My Sy 
[A 7721 nl =0, 
l m n 
(9. 14) 
TT YY 2 
ls my 722 一 0， 
l m n 、 


此 外 (m,n) 二 (ym syn) X (ls ,mz ,722 )。 
设 ,ls 的 公 垂 线 1 与 4 交 于 Di ,与 ls 交 于 DD;, 则 线段 DD; 的 长 |DiD;| 
即 为 ,ls 间 的 距离 d. 
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由 图 9-4 中 可 看 出 |D,D;| 二 |Prjs PiP;|, 即 Pi 在 1 上 的 射影 的 绝对 值 ， 
于 是 有 

二 异 面 直线 4 ,ls 间 的 距离 为 
IPP:.S|_|(PP:,S,,S.)| 

Is| |S1 XS, | 

公式 (9. 15) 有 明显 的 几何 意义 :(9. 15) 的 分 子 表示 
以 BiP; ,Si ,S, 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 (如 图 9-5)， 
分 母 表示 以 S1 和 5, 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 即 上 
述 平行 六 面体 的 一 个 底面 积 ,因此 公式 (9. 15) 表 示 d 等 
于 上 述 平行 六 面体 的 体积 除 以 底面 积 , 即 d 等 于 这 个 平 
行 六 面体 的 高 .了 解 公 式 (9. 15) 的 几何 意义 ,可 以 帮助 
我 们 记 住 这 个 公式 . 

例 3 已 知 二 直线 


d 


1 2 
四 说 明 它 们 蜡 面 ;四 求 公 垂 线 方程 ;@ 求 距离 . 
解 ”由 题 设 知 ,2 上 有 一 点 P1(0,1, 一 1) ,4 的 方向 向 量 S 一 (1 ,一 1,0); 
La 上 有 一 点 P,(—1,1,0),l 的 方向 向 量 $, = 二 (2, 一 1,2).， 


1—0 1—1 0—(—1) 
® EIB,Sy%)=| 1 一 1 0 
2 一 1 2 
-1 0 1 
=| 1 —1 0|=3 天 0， 
2 一 1 2 
所 以 ,ls 异 面 . 


@ $xX5=(—1,0 X10=(—2—2,1). 
公 垂 线 的 方程 为 
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= 外 0 | 三 0， 
一 县 一 用 1 
疡 丰 】 对 一 了 六 
2 一 1] 2|=0,， 
一 外 一 间 
即 ee 
ZX 一 2y 一 2z 十 3 二 0. 
® (PP:,S,5)=3, 
1S XS: | 一 V( 一 2 六 十 (一 2 关 十 二 一 3。 
由 公式 (9. 15) 得 4 ,ls 的 距离 dl. 口 


附注 已 知 两 条 蜡 面 直线 2 和 4; ,我们 现 
在 介绍 两 种 建立 坐标 系 的 方法 ,使 它们 的 方程 
具有 较为 简单 的 形式 . 

方法 一 ”以 4 为 xz 轴 , 公 垂 线 为 xz 轴 ( 如 
图 9-6). 若 4,ls 的 距离 为 a, 则 公 垂 线 和 4 的 
交点 为 原点 ,与 i; 的 交点 为 A(a,0,0). 此 时 


所 以 ls 的 方向 向 量 $= 二 (Lm,n) 满 足 $S:i= 
0, 即 71==0. 因此 可 设 $=(0,1,n)(n 可 由 岂 与 1 的 夹 角 决 定 ). 于 是 1 的 方程 为 


0 】 砚 ” 
方法 二 设 站 ,0 的 距离 为 2c, yl 的 夹 角 为 2a. 取 ,ls 的 公 垂 线 为 六 
轴 , 公 垂 线段 的 中 点 O 为 原点 .过 O 分 别 作 直 线 OAV2,OBV2, 取 OA4,OB 交 
角 的 两 条 角 平 分 线 为 zx 轴 及 y 轴 ( 如 图 9-7). 公 垂 线 和 4 ,ls 分 别 交 于 CC ,于 
是 有 C(0,0,c),C (0,0, 一 c). 因 为 NOA, 而 OA 在 zy 面 上 ,OA 的 方向 向 量 
为 (1,tana,0)( 如 图 9-8) ,所 以 4, 的 方程 为 
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图 9-7 图 9-8 
同 理 ,OB 的 方向 向 量 为 (1, 一 tan wy,0) ,0 的 方程 为 
六 y zc 
1 一 tanaw 0 
习 题 九 


1. 把 下 列 平面 的 一 般 式 化 成 法 式 , 并 指出 其 单位 法 向 量 在 哪 一 卦 限 内 . 
dz 一 2y 十 3z 一 1 一 0; 
@Oz 一 2y 一 2z 一 0 
2. 求 点 到 平面 的 距离 : 
@(0,2,1) 到 2z 一 3y 十 5z 一 1 一 0; 
四 (一 1,2,4) 到 zx 一 y 十 1 二 0; 
回 原点 到 一 zx 十 y 十 z= 二 a,a 志 0. 
3. 已 知 两 点 A(1,1,1) 和 了 (2, 一 2, 一 2), 试 回答 ， 
@@A,B 是 否 在 平面 工 十 y 十 z 十 3 一 0 的 同 侧 ? 
@A,B 是 否 在 平面 zx 十 ?十 zx 一 0 的 同 侧 ? 
@A 是 否 在 上 述 二 平行 平面 之 间 ? 
@B 是 否 在 上 述 二 平行 平面 之 间 ? 
4. 求 二 平行 平面 Az 十 By 十 Cz 十 Di 二 0 及 Az 十 By 十 Cz 十 D, 二 0 间 的 距离 . 
5. 已 知 二 平行 平面 Az 十 By 十 Cz 十 Di 二 0 及 Az 十 By 十 Cz 十 D 王 0, 记 十 应 天 0， 
求 两 个 与 它们 平行 的 平面 ,把 它们 之 间 的 距离 三 等 分 . 
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6. 在 y 轴 上 求 一 点 ,使 它 到 两 个 平面 2x 十 3y 十 6z 一 6 二 0 和 3x 一 6y 一 2z 一 18 二 0 
有 相等 的 距离 . 

7. 求 两 相交 平面 2x 一 y 一 2z 一 3 二 0 和 6x 一 3y 十 2z 一 4 三 0 所 成 二 面 角 的 平分 
面 的 方程 ,并 指出 哪 一 个 位 于 原点 所 在 的 二 面 角 内 . 

8. 试 证 三 面 角 的 三 个 二 面 角 的 平分 面 交 于 一 条 直线 . 


9. 已 知 原点 到 平面 
a (asbsc 全 不 为 零 ) 
的 距离 为 p, 试 证 
1 1 | 1 
Wa 
10. 求 下 列 点 到 直线 的 距离 : 
2 一 2 
Dy 二 1 到 7 三 了 
RE 
@' 现 2z 十 zx 一 3 王 0. 
11. 求 二 平行 直线 于 一 -5 一 主 , 3 一 2 二 一 半 间 的 距 高 


12. 说 明 下 列 二 直线 异 面 ,并 求 它 们 的 距离 及 公 垂 线 方 程 . 


rn ,ee 
由 1 —4 1 


Z 一 3 十 t， 
or 和 五 = 思 一 二 
z 一 2 十 2 
“13. 已 知 两 条 异 面 直线 li 和 2, 试 证 连接 1 上 任 一 点 和 /0 上 任 一 点 的 线段 的 
中 点 轨迹 是 公 垂 线段 的 垂直 平分 面 . 
14. 验证 二 异 面 直 线 的 公 垂 线 方 程 (9.13) 中 的 两 个 平面 确 是 相交 的 , 且 交 线 的 
方向 向 量 确 与 二 已 知 直 线 的 方向 向 量 垂直 . 
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第 三 章 ”特殊 曲面 和 二 次 曲面 


$ 10 曲面 与 方程 ”球面 . 直 圆柱 面 和 
直 圆 锥 面 的 方程 


1. 曲面 与 方程 


我 们 把 曲面 看 成 是 满足 某 些 条 件 的 空间 点 的 轨迹 . 

如 果 在 空间 直角 坐标 系 下 ,一 个 三 元 方程 F(x,y,z) 二 0 和 一 个 曲面 S 之 
间 有 如 下 关系 : 

中 曲面 S 上 每 一 点 的 坐标 (x,y,z) 都 满足 方程 ; 

四 坐标 (zy,z) 满 足 方程 的 每 一 点 都 在 曲面 S 上 , 则 称 方程 F(x,y,z) 二 0 
是 曲面 S 的 方程 ,也 称 曲面 S 是 方程 FCz,y'z) 一 0 表示 的 曲面 ,或 直接 用 方程 
F(x,y,z) 二 0 来 代表 曲面 S, 说 “曲面 FCz,y,z) 一 0”. 

两 个 曲面 相交 时 , 交 线 为 一 条 空间 曲线 ,因此 ,常常 用 两 个 三 元 方程 联 立 在 
一 起 ,作为 一 条 空间 曲线 的 方程 . 例如 ,方程 组 

F(xsysz) = 0, 
GCCzyyyz) 一 0 
就 是 曲面 FGz,y,z) 一 0 与 曲面 CCz,y,z) 王 0 的 交 线 的 方程 . 因为 通过 一 条 空 
间 曲 线 的 曲面 可 以 有 无 数 多 个 ,从 其 中 任 取 两 个 ,把 它们 的 方程 联 立 在 一 起 ,只 
要 两 个 方程 组 是 同 解 方程 组 , 则 它们 就 表示 同一 条 空间 曲线 ,因此 空间 曲线 的 
方程 不 是 唯一 的 . 例如 ,方程 组 
更 十 光 和 十 交 二 1 二 03 
hh 一 0 
2z 一 y 十 4z 十 1 一 0， 

ci 
就 是 同一 条 直线 的 方程 . 

已 知 一 个 曲面 ,建立 它 的 方程 的 一 般 方法 是 : 先 分 析 曲 面 的 几何 特征 , 即 曲 
面 上 的 点 应 满足 的 几何 条 件 ,把 曲面 看 成 是 满足 这 些 几 何 条 件 的 空间 动 点 的 轨 
迹 , 然 后 设 曲面 上 任 一 点 的 坐标 为 (z,y*z), 由 点 所 应 具备 的 几何 条 件 求 出 x， 
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y, 之 应 满足 的 方程 (或 动 点 的 向 径 应 满足 的 向 量 方程 ). 这 一 步 通常 是 一 个 “ 翻 
译 ” 的 工作 , 即 写 出 几何 条 件 的 代数 表示 . 最 后 再 验证 , 凡 坐 标 满足 方程 的 点 ,都 
具备 上 述 几何 条 件 , 即 都 在 已 知 曲面 上 . 这 样 ,我 们 就 求 出 了 已 知 曲 面 的 方程 . 
这 是 建立 曲面 方程 的 标准 方法 之 一 ,第 二 章 中 建立 平面 方程 时 ,我 们 就 是 用 的 
这 个 方法 ,本 节 我 们 将 继续 学 习 这 种 方法 . 作为 几 个 实例 ,我 们 用 这 种 方法 来 建 
立 球面 \ 直 圆柱 面 和 直 圆 锥 面 的 方程 . 


2. 球面 方程 


我 们 把 到 空间 一 个 定点 的 距离 是 定数 的 空间 动 点 的 轨迹 称 为 球面 ,定点 叫 
做 球 心 (或 中 心 ) ,定数 叫做 半径 . 

下 面 我 们 来 求 以 Po (zo ,yo ,zo) 为 球 心 ,R 为 半径 的 球面 方程 . 

设 球面 上 的 动 点 为 PCz,y,z) ,由 球面 定义 有 

| BF |=R, 

即 (wm—xo) (ty= Ww) 中 (z= = 二 RY, (10. 1) 
这 就 是 球面 上 任 一 点 P(z,y*z) 所 适合 的 方程 , 反 过 来 ,坐标 适合 方程 (10. 1) 的 
任 一 点 (x,y,z) 与 Pu(Czo,yoyzo) 的 距离 都 是 尺 ,因此 该 点 在 球面 上 . 由 曲面 方程 
的 定义 ,方程 (10.1) 是 所 求 球面 的 方程 . 


于 十 多 才 三 开 . (10. 2) 
方程 (10. 1) 是 空间 任意 球面 的 方程 ,将 (10. 1) 展 开 得 
ZT 十 十 2 一 2x07x 一 2yoy 一 2zoz 十 
(十 奶 十 台 一 R= 二 0， 
写成 一 般 形式 为 
TX 十 十 习 十 az 十 媚 十 2 十 6 = 二 0. 0 
由 此 我 们 可 以 得 到 ;一 个 一 般 三 元 二 次 方程 
axr’: 十 by? 十 cz* 十 2fyz 十 2gzz 十 
2hzy 十 2uz 十 2vy 十 2wz 十 d= 二 0 
表示 球面 的 必要 条 件 是 它 具 有 (10. 3) 的 形式 , 即 没有 乘积 xy,yz,zz 各 项 ,平方 
项 系数 都 相等 且 不 为 零 ,因而 可 以 化 成 1. 这 个 条 件 也 是 充分 的 ,事实 上 只 要 将 
(10. 3) 配 方 ,就 可 以 得 到 球面 方程 (10. 1) 0， 


@ 这 里 我 们 实际 上 是 把 (zx 一 x0)? 十 (y 一 yo 十 (zx 一 z0)? 等 于 负数 或 零 的 情形 也 称 为 球面 了 . 
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因此 以 后 我 们 在 根据 已 知 条 件 求 球面 方程 时 ,可 以 设 球面 方程 为 (10. 1)， 
也 可 以 设 球面 方程 为 (10. 3). 
空间 中 的 一 个 圆 ,可 以 看 做 是 一 个 球面 与 一 个 平面 的 交 线 ,因此 可 以 把 一 
个 球面 和 一 个 平面 的 方程 联 立 起 来 ,表示 一 个 空间 圆 的 方程 . 
例 1 已 知 空 间 三 点 A(a,0,0),B(0,6,0),C(0,0,c). 
四 求 经 过 A,B,C 及 原点 的 球面 的 方程 
@ 求 经 过 A,B,C 的 空间 圆 的 方程 . 
解 @ 设 所 求 球面 方程 为 
de es dn 
因为 该 球面 经 过 A(a,0,0),B(0,5,0),C(0,0,c) 及 (0,0,0), 所 以 有 
az: 十 aa 十 8 一 0， 
妈 十 08 十 9 一 0， 
cz 十 cy 十 3 一 0， 
及 6 一 0. 
由 这 几 个 关系 式 , 可 以 解 得 
a=—=—ay P= Y= ts d=0. 
于 是 所 求 球面 方程 为 
Zz 十 yy: 十 z* 一 ax 一 by 一 cz 二 0. (x*) 
@ 所 求 的 经 过 A,B,C 三 点 的 空间 圆 ,是 过 A,B,C 三 点 的 任 一 球面 与 过 
A,B,C 三 点 的 平面 的 交 线 . 
过 A,B,C 三 点 的 平面 方程 为 


el (x x) 
过 4A,B,C 三 点 的 球面 就 取 四 中 的 球面 (* ), 因 此 ,所 求 的 空间 圆 的 方程 即 为 
(* ) 与 (* x ) 联 立成 的 方程 组 . 口 


例 2 求 平 面 Az 十 By 十 Cz 十 DD=0 与 球面 (zx 一 xz0)’* 十 (y 一 yo)? 十 
(z 一 z0)* 二 R* 相交 、 相 切 和 相 离 的 充 要 条 件 . 

解 平面 和 球面 相交 、 相 切 、 相 离 的 位 置 关系 是 由 球 心 到 平面 的 距离 小 于 、 
等 于 、 大 于 球面 的 半径 来 决定 的 . 

设 球 心 (zo ,yo ,zo) 到 平面 的 距离 为 4, 则 

Hes |Azo 十 Byo 十 Czo 十 DD| 
VA 十 Bi 十 CY 

于 是 得 到 平面 和 球面 位 置 关系 的 充 要 条 件 为 : 
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相交 <=>d 二 R; 相 切 <>d 二 R; 相 离 <>d 记 R. 回 
3 直 圆柱 面 方程 
我 们 把 与 一 条 定 直 线 的 距离 是 定数 的 空间 动 点 的 轨 NA 
迹 称 为 直 圆柱 面 (如 图 10-1) , 定 直 线 叫做 直 圆 柱 面 的 轴 ， 
定数 叫做 直 圆 柱 面 的 半径 . 
现在 ,我 们 来 求 以 直线 / 
P=P,++tS 
为 轴 \ 以 RR 为 半径 的 直 圆 柱 面 的 方程 . 10-1 
M 设 直 圆柱 面 上 任 一 点 为 M(Czyyyz), 则 M 到 / 
的 距离 为 R, 由 点 到 直线 的 距离 公式 (如 图 10-2) ,有 
| i = R, (10. 4) 
P, -一 1 这 就 是 直 圆 柱 面 上 任 一 点 M 的 向 径 M 所 适合 的 方 
程 . 反 之 ,适合 方程 (10. 4) 的 任 一 向 径 M 的 终点 M 
10- 


到 的 距离 都 等 于 尺 , 即 M 在 直 圆柱 面 上 . 所 以 方程 
《10. 4) 即 为 所 求 直 圆柱 面 的 方程 (向 量 形式 )， 


若 直线 ! 的 方程 为 
Cw 
L m n 
则 上 述 直 圆柱 面 方程 (坐标 形式 ) 为 
Vb es | 


=(F +m T+)R’. 


m n n l 
(LO 
特别 地 ,以 z 轴 为 轴 、R 为 半径 的 直 圆 柱 面 的 方程 为 


zr 二 y=R’. C10.6) 
例 3 求 以 嫩 杰 一 喇 = 过 为 轴 , 且 过 点 A(1,0,1) 的 直 圆柱 面 的 方程 


分 析 : 直 圆柱 面 是 由 轴 及 半径 决定 的 ,本 题 已 知 轴 ,需求 出 半径 . 因为 柱 面 
上 每 一 点 到 轴 的 距离 都 是 定数 即 半径 ,因此 由 柱 面 过 A 点 即 可 求 出 半径 . 
解 ” 点 A(1,0,1) 到 1 的 距离 为 


[C1—050—151—0)X (C0,1,2)| 10,—1,1)X00,1,2)| 
1 001,22 | | Kos1522 | 
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Wy Gm Pes ,| iA 
|(0,1,2)| 大 


以 1 为 铀 ,半径 为 的 直 加 往 面 的 方程 为 


| (zx—0,y—1,z—0)X(0,1,2)| _ 14 
C0.,1 ,2 | VY 2 


即 5x’: 十 (2y 一 z 一 2)*==14. 口 


4. 直 圆锥 面 方程 


空间 动 点 到 一 定 直 线 :上 的 定点 A 的 连 线 与 该 定 直 线 的 夹 角 成 定 ( 锐 ) 角 ,这 
样 的 动 点 的 轨迹 称 为 直 圆 锥 面 , 定 直线 ! 和 它 上 面 的 定 
2 / 点 A 分 别 叫 做 直 圆 锥 面 的 轴 和 项 点 , 定 ( 锐 ) 角 w 叫做 
人 它 的 半 顶 角 ( 如 图 10- 3)， 
4 现在 ,我 们 来 求 以 直线 
5 1:P=P,+iS 
为 轴 ,P 为 顶点 ,9 为 半 顶 角 的 直 圆 锥 面 的 方程 . 
设 直 圆锥 面 上 任 一 点 为 M(z,y,z), 则 直线 P,M 
与 直线 1 的 夹 角 为 0, 直 线 P。M 的 方向 向 量 5S, = 
一 M 一 Po. 由 二 直线 夹 角 的 公式 ,我 们 有 
|1(M—Ps)* S| 
IM—P,||ls| * 
这 就 是 直 圆 锥 面 上 任 一 点 M 的 向 径 M 所 适合 的 方程 .反之 ,适合 方程 (10. 7) 的 
任 一 向 径 M 的 终点 M 与 Po 的 连 线 和 1 的 夹 角 都 等 于 0, 即 M 在 直 圆 锥 面 上 . 
所 以 方程 (10.7) 即 为 直 圆 锥 面 的 方程 (向 量 形式 ). 
若 已 知 直线 1 的 方程 为 
2 
l nt n 
P, 的 坐标 为 (zxo ?Yo ;zo), 则 上 述 直 圆锥 面 的 方程 (10. 7) 化 为 
[LI ro) my— yoo) tnts— zo 
二 [(z—Zz0) ?十 (y 一 yo0) ?十 (z 一 20)*j(L 十 m? 十 n?)cos?0. 
特别 地 ,以 z 轴 为 轴 , 原 点 为 项 点 , 半 顶 角 为 0 的 直 圆 锥 面 的 方程 为 
Tz: 二 Ty =z tan20. (10. 8) 
例 4 求 以 坐标 原点 为 顶点 且 通 过 三 条 坐标 轴 的 直 圆 锥 面 方程 ( 求 其 轴 穿 


图 10-3 


| ces 06|= (10. 7) 


9 
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过 第 一 、 第 七 卦 限 者 ). 

分 析 : 由 直 圆 锥 面 的 定义 ,确定 一 个 直 圆 锥 面 需 要 三 个 条 件 : 轴 、 顶 点 和 半 
顶 角 . 本 题 已 知 顶点 ,需要 由 直 圆 锥 面 “ 经 过 三 条 坐标 轴 ” 这 个 已 知 条 件 求 出 轴 
和 半 顶 角 . 而 轴 必 须 与 锥 面 的 任 一 直线 交 成 定 角 ( 半 项 角 ) ,因此 轴 必 须 与 三 条 
坐标 轴 都 交 成 某 定 角 . 于 是 得 知 与 三 条 坐标 轴 交 成 等 角 的 直线 即 为 轴 , 所 交 的 
角 就 是 半 顶 角 . 

解 ” 设 所 求 直 圆锥 面 的 轴 的 方向 角 为 ,8B,y, 且 a 二 8 二 Yl(a,B,Y 同 为 锐角 
(第 一 卦 限 ) 或 同 为 钝 角 ( 第 七 卦 限 )). 于 是 有 cos a 二 cos 8 一 cos y, 但 


cos’atcos:B+cos’y=1, 


所 以 cos a= cos B= cos y=-， 
或 cos a=cos B=cos 7 一 -网 
于 是 所 求 的 直 圆 锥 面 的 轴 为 

过 

V3 V3 V3 

3 3 3 

A 


即 时 二 旺 一 二 


半 顶 角 取 为 。=arceos ( 蜡 ) ,所 求 的 直 圆锥 面 的 方程 为 


cos g= (zyyzD) a (1,1,1) 
而 cos 4 一 中 ,所 以 (zy 十 芭 ) 一 称 十 史 十 对 , 即 
Zy 十 yz 十 zx 并 一 0, 
这 就 是 所 求 的 轴 穿 过 第 一 、 第 七 卦 限 的 直 圆 锥 面 方程 . 口 
若 不 限制 轴 穿 过 第 一 、 第 七 卦 限 ,本题 有 四 解 , 留 给 读者 思考 . 


习题 十 
1. 求 下 列 球面 的 中 心 和 半径 : 


Dz:ity tC—2r+4y—6z—22=0; 
@z: 二 yy 二 2 十 8zx=0. 
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2. 求 下 列 球面 的 方程 ， 
四 以 点 (1,2,3) 与 点 (一 1,6, 一 5) 所 连 线段 为 直径 ; 
加 过 点 (1, 一 1,1),(1,2, 一 1),(2,3,0) 和 坐标 原点 ; 
图 过 点 (1,2,5) 且 与 三 个 坐标 面色 相 切 ; 
思 球 心 在 (zyvyoyzo) 且 与 xy 面相 切 ， 
图 过 点 (2, 一 4,3) 且 包含 贺 
ZX: 十 y= 二 5， 
2 
3. 求 与 球面 十 y* 十 xz? 二 9 相 切 于 其 上 一 点 (2,2,1) 的 平面 方程 ,该 平面 称 为 
球面 在 该 点 处 的 切 平面 . 


4. 求 空间 图 
2 十 办 十 对 一 及 2 ， 
en 人 
的 中 心 和 半径 . 
5. 讨论 两 个 球面 


Sis(z—z1) 二 (y—%) 十 (z—z1)?=R?, 
Sy: (Xx—Zz2) Ty—y) 十 (zz) 一 及 3 
的 位 置 关 系 , 即 推导 出 它们 相 外 离 、 外 切 、 相 交 、 内 切 和 内 含 的 充 要 条 件 . 
6. 求 与 三 个 坐标 面 均 相 切 的 球面 族 的 方程 ,限制 球 心 在 第 一 卦 限 的 情形 ,并 求 
球 心 的 轨迹 . 


7. 求 半径 为 2,+ 一 学 一 襄 为 轴 的 直 圆 柱 面 的 方程 


8. 求 以 zx 一 广 一 号 为 轴 , 且 过 点 (0,0,1) 的 直 圆柱 面 的 方程 


9. 若 一 球面 在 一 直 圆 柱 面 的 内 部 , 且 球 面 的 半径 与 直 圆 柱 面 的 半径 相等 , 则 称 
该 直 圆柱 面 外 切 于 球面 . 
求 与 两 个 球面 
2 十 汉 十 对 一] 和 (zx 一 1)? 十 (y 一 1)? 十 (z 一 1)*= 二 1 
均 外 切 的 直 圆柱 面 方程 . 
10. 求 顶点 为 (1,2,3), 轴 与 平面 2x 十 2z 一 z 十 1 一 0 委 直 , 且 半 顶 角 为 立 的 直 图 


锥 面 的 方程 . 
11. 求 以 直线 二 y 二 z 为 轴 , 生 通过 直线 2z 一 3y 王 一 5z 的 直 圆 锥 面 方 程 . 
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12. 求 顶点 为 (1,2,4), 轴 为 < 一 2 一 ,上 且 经 过 点 (3,2,1) 的 直 圆锥 而 


2 
的 方程 . 
13. 求 与 定 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D==0 的 距离 是 定数 过 的 空间 动 点 的 轨迹 方程 
14. 已 知 定 平面 ao:Az 十 By 十 Cz 十 D==0 上 一 定点 Pu (zoyyoyzo)， 求 与 Po 的 连 
线 和 ao 交 成 定 ( 锐 ) 角 a 的 空间 动 点 的 轨迹 方程 . 


$ 11 曲线 族 产生 曲面 的 理论 ” 柱 面 、 
锥 面 及 旋转 曲面 的 方程 


1. 曲线 族 产生 曲面 的 理论 


本 节 我 们 将 介绍 建立 曲面 方程 的 另 一 种 方法 一 一 把 曲面 看 成 是 满足 某 种 
条 件 的 动 曲线 的 轨迹 . 例如 ,平面 可 以 看 成 是 过 定点 且 与 定 直 线 垂直 的 动 直线 
的 轨迹 ; 直 圆 锥 面 可 以 看 成 是 过 定 直 线 上 一 定点 且 与 定 直线 成 定 ( 锐 ) 角 的 动 直 
线 的 轨迹 ;球面 可 以 看 成 是 绕 着 直径 旋转 的 动 圆 的 轨迹 等 等 . 
动 曲线 的 方程 如 何 表 示 呢 ?曲线 方程 中 如 果 含 有 参数 4, 如 
F(x,yszA)=0, 
CGCzyyyzA) 一 0， 
当 参 数 4 取 某 定 值 Mu 时 ,方程 (11. 1) 表 示 两 个 定 曲面 的 交 线 , 即 一 条 和 定 曲 线 . 当 
1 变动 时 ,(11. 1) 中 的 两 个 曲面 随 之 变动 ,它们 的 交 线 也 就 变动 了 . 因此 我 们 用 
含 参数 的 曲线 方程 (11. 1) 来 表示 动 曲线 , 即 曲线 族 . 当 曲 线 族 中 的 参数 连续 变 
动 时 , 族 中 的 曲线 也 连续 变动 ,它们 的 全 体 就 组 成 一 个 曲面 ,我们 就 称 这 个 曲面 
是 由 该 曲线 族 产生 的 . 
从 含 参数 4 的 曲线 族 方程 
F(x,y,z,4)=0, 
GCCzyyyzA) 一 0 


CE: > 


中 消去 参数 ,所 得 的 方程 

H(zx,y,z)=0 (hs) 
就 是 曲线 族 (11. 1) 所 产生 的 曲面 的 方程 ,这 就 是 曲线 族 产生 曲面 的 理论 . 当 曲 
线 族 方程 (11. 1) 中 的 两 个 方程 F(x,y,zy4) 二 0 及 G(xz,y,z,4)= 二 0 的 左 端 都 是 
关于 xz,y,z,4 的 多 项 式 时 ,上 述 曲 线 族 产 生 曲 面 的 理论 的 证 明 , 需 要 用 到 多 项 
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式 的 结 式 的 理论 中 ,这 里 就 不 作 介绍 了 . 
一 般 地 ,如 果 有 含 p 个 参数 的 曲线 族 
F(zryyszsA A An) 一 0， 
CGzyyyzyhiyMz Ap) =0, 
其 中 p 个 参数 X41,X,，,… ,4 适合 志 一 1 个 关系 式 , 然 后 从 这 p 一 1 个 关系 式 连同 
(11. 3) 中 的 两 个 关系 式 , 共 p 十 1 个 关系 式 中 消去 p 个 参数 X41 ,Xs，… ,14，， 所 得 
方程 即 为 该 曲线 族 所 产生 的 曲面 的 方程 . 
下 面 我 们 来 看 两 个 具体 的 例子 . 
例 1 求 直 线 族 (4 为 参数 ) 


(11..3) 


Wy 
小 二 你 
所 产生 的 曲面 方程 . 
解 ” 消 参数 4X, 得 z 十 ?一 =, 即 为 所 求 . 口 
例 2 求 直线 族 ( 为 参数 ) 
ZX 十 2Ay 十 4z 二 44， 
Bre 


所 产生 的 曲面 方程 . 
解 ” 第 一 式 化 为 x 十 4z 二 2A4(2 一 y) ,得 
二: 并 十 4z 
2(2=y)" 
第 二 式 化 为 A(x 一 4z) = 二 2(2 十 y) ,得 
2 
消 参 数 ,得 
Z 十 4z _ 22 二 Ty) 
2(2— Zz—4z “ 
即 +4y—=16z=16, 
这 就 是 所 求 的 曲面 方程 . 口 


下 面 我 们 将 具体 应 用 上 述 曲线 族 产生 曲面 的 理论 ,建立 柱 面 、. 锥 面 和 旋转 
曲面 的 方程 . 


@ 读者 可 以 参看 (数学 通报 》1985 年 第 11 期 , 王 敬 庚 :《 关 于 曲线 族 产生 曲面 的 理论 证 明 的 一 点 补 
充 一 一 多 项 式 的 结 式 在 几何 上 的 一 个 应 用 污 


第 三 章 “特殊 曲面 和 三 次 曲面 83 


2. 柱 面 


定义 11.1 由 平行 于 某 一 定 方向 且 与 空间 一 条 定 曲线 相交 的 一 族 平行 直 
线 所 组 成 的 曲面 叫做 柱 面 , 定 曲 线 叫 做 准 线 , 这 族 平行 直线 中 的 每 一 条 直线 都 
叫做 母线 , 定 方向 叫做 母线 方向 . 
显然 , 柱 面 由 它 的 准 线 和 母线 方向 完全 决定 .但 反 过 来 ,对 于 一 个 柱 面 , 它 
的 准 线 并 不 是 唯一 的 ,任何 一 条 和 所 有 母线 都 相交 的 空间 曲线 都 可 以 作为 该 柱 
面 的 准 线 . 
已 知 柱 面 的 准 线 为 一 条 空间 曲线 
F(x,y,z)=0,， 
| GkGzyyy2) 一 0， 
母线 的 方向 向 量 为 (1 ,m,n) , 求 柱 面 的 方程 . 
在 准 线 C 上 任 取 一 点 Po (zsyyoyzo), 过 Po 以 (1,m,n) 为 方向 向 量 的 直 
线 为 


= (11. 4) 


党 Ey 点 取 遍 准 线 C 上 的 点 时 , 即 To» Yo :To 满足 关系 式 
F(zo ,Yo sz0)=0, 
Vie ;20) 二 0. 

从 (11.4) 和 (11.5) 中 消去 参数 zi, yo,zo, 得 互 (z,y,z) 一 0, 即 为 所 求 柱 面 


方程 
例 3 求 以 曲线 C+|” “| 。 0 “为 准 线 ,母线 平行 于 向 量 (1,1,1) 的 村 
面 方程 


解 在 曲线 C 焉 任 取 一 点 Po (zo 7.y0 ;26) ;过 P, 的 母线 为 


(11. 5) 


又 Pu 在 C 上 ,所 以 有 
Zz? 十 3 十 z? 二 1， 
Zo 十 yo 十 zo 三 0. 
为 了 从 中 、@ 中 消 zo ,yo ,zo, 令 中 式 等 于 ,得 
X=Zzo 二 tyy= yo 十 tz 二 zo 十 t， 
代入 @@ 得 


84 空间 解析 几何 


A @ 
ZX 十 y 十 z 一 3t 二 0. 
从 图 中 消 己 得 
0 
即 2(x:+y tz zy— yz)=3, 
这 就 是 所 求 的 柱 面 方程 . 口 


现在 我 们 来 看 一 种 特殊 的 情形 , 即 当 准 线 是 某 个 坐标 面 上 的 曲线 ,母线 平 
行 于 和 该 坐标 面 垂直 的 坐标 轴 时 ,看 看 这 时 柱 面 方程 具有 何 种 特点 . 


F(z,y)=0, 
下 面 我 们 来 求 以 zy 面 上 的 曲线 C: | 为 准 线 ,母线 平行 于 = 轴 
的 柱 面 方程 
在 准 线 C 上 任 取 一 点 Poul(zo Vo Zo) ;过 Po 的 母线 方程 为 
a wis 3 之 ,mm @ 
kk 
又 Po 在 C 上 ,所 以 有 
F(zo ,yo) 一 0， 回 
2zo 一 0. 


从 加、 回 中 消去 zo ,yo ,zo ;得 
F(z;y)=0, (11. 6) 

这 就 是 所 求 柱 面 的 方程 . 

这 就 是 说 ,以 坐标 平面 上 的 任意 一 条 曲线 为 准 线 , 母 线 垂 直 于 这 个 平面 的 
柱 面 方程 ,与 这 条 曲线 在 这 个 坐标 平面 上 的 方程 相同 . 

根据 上 述 结论 ,我 们 得到: 

定理 11.1 在 空间 直角 坐标 系 下 ,如 果 在 一 个 三 元 方程 中 缺 一 个 变量 , 则 
该 方程 表示 一 个 柱 面 , 这 个 柱 面 的 母线 平行 于 和 所 缺 变量 同名 的 坐标 轴 , 由 这 
个 方程 作为 坐标 平面 上 的 曲线 方程 , 它 所 表示 的 曲线 就 是 该 柱 面 的 一 条 准 线 . 

例如 ,方程 GCCy,z) 一 0 表示 母线 平行 于 工 轴 的 柱 面 , 它 的 一 条 准 线 是 


CCyy,z) 一 0， 
元 一 人. 
方程 
2 2 2 
el ls y=2px, 
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各 表示 一 个 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,它们 的 准 线 分 别 是 zy 面 上 椭圆 、 双 曲线 和 
抛物 线 , 它 们 分 别 叫做 椭圆 柱 面 、 双 曲 柱 面 和 抛物 柱 面 ,形状 如 图 11-1. 它们 的 
方程 都 是 二 次 的 ,所 以 又 统称 二 次 柱 面 . 


2 2 Zz 


G3) 
图 11-1 

注意 :由 于 平面 直角 坐标 系 中 任意 一 条 曲线 的 方程 只 含有 两 个 变量 ,因此 ， 
这 个 方程 在 空间 直角 坐标 系 中 ,就 表示 母线 平行 于 和 它 所 缺 变量 同名 的 坐标 轴 
的 一 个 柱 面 ,而 不 再 表示 原来 的 曲线 了 . 若 要 表示 原来 的 曲线 ,还 必须 与 所 缺 变 
量 等 于 零 的 方程 联 立 . 

已 知 一 条 空间 曲线 C 及 一 个 平面 a, 从 C 的 每 一 点 向 a 作 垂 线 , 由 所 有 的 垂 
足 组 成 的 曲线 叫做 曲线 C 在 平面 a 上 的 射影 曲线 (也 可 简称 为 射影 ), 由 所 有 的 
垂 线 组 成 的 柱 面 叫做 曲线 C 在 平面 a 上 的 射影 柱 面 . 显然 ,C 在 平面 a 上 的 射影 
曲线 就 是 C 在 平面 a 上 的 射影 柱 面 与 平面 a 的 交 线 ,而 C 在 平面 a 上 的 射影 柱 
面 就 是 以 C 为 准 线 , 母 线 方向 垂直 于 平面 a 的 柱 面 . 

我 们 常常 要 求 一 条 空间 曲线 在 某 个 坐标 面 上 的 射影 曲线 的 方程 ,为 此 只 要 
求 出 这 条 曲线 在 该 坐标 面 上 的 射影 柱 面 就 行 了 . 譬如 : 求 空间 曲线 C 


F(zxyy;z) = 0,， 
人 (二 yz 一 0 @ 
在 zy 面 上 的 射影 柱 面 的 方程 . 
在 曲线 C 上 任 取 一 点 Po (zxo, Yo ;Z0)，, 过 Po 垂直 于 Ty 面 的 直线 为 
A nt "| 立 一 To， 
ET 加 


又 Pu 在 C 上 ,所 以 有 
Ca » Vo yz0) 一 0， 
G(zo ?yo 20) 一 0. 


86 空间 解析 几何 


要 从 加 、@@ 中 消去 参数 ze ,yo ,zo ,将 @ 代 和 人 图 得 
下 (zyyyzo) 三 0， 
GCCzyyyzo) 一 0. 
从 四 中 消去 x ,得 瓦 (z,y) 一 0, 即 为 所 求 射 影 柱 面 的 方程 . 
从 加 中 消去 zx ,也 就 是 从 曲线 C 的 方程 四 中 消去 ,因此 我 们 有 以 下 一 般 
方法 : 
从 曲线 C 的 方程 中 消去 z, 就 得 到 曲线 C 在 xy 面 上 的 射影 柱 面 ;消去 xz, 就 
得 到 曲线 C 在 yz 面 上 的 射影 柱 面 ;消去 y, 就 得 到 曲线 C 在 zz 面 上 的 射影 
柱 面 . 
例 4 求 曲线 


© 


2 十 兴 十 到 一 02 ， 
I 十 y 一 azx 二 0 
在 各 坐标 平面 上 的 射影 曲线 . 
解 ” 曲 线 C 是 一 个 球面 和 一 个 直 圆 柱 面 的 交 线 ,这 个 直 圆 柱 面 的 方程 x 十 
和 一 az 一 0 本身 就 不 含有 <, 因此 它 就 是 C 在 zy 面 上 的 射影 柱 面 , 它 和 zy 面 
的 交 线 


(a>0) 


pn 
Z 一 0 
就 是 C 在 zy 面 上 的 射影 曲线 . 

从 曲线 C 的 方程 中 消去 y ,得 到 x 十 azr 二 a , 它 就 是 C 在 zz 面 上 的 射影 柱 
面 ,所 以 C 在 xzx 面 上 的 射影 曲线 为 
za(zx—a)=0, 
y 一 0. 

从 曲线 C 的 方程 中 消去 xz ,得 到 对 十 时 ( 史 一 时 ) 王 0, 它 就 是 C 在 yz 面 上 
的 射影 柱 面 ,所 以 C 在 yz 面 上 的 射影 曲线 为 
za (yO—xz)=0, 


并 一 0. 


(Z 之 0) 


口 


3. 锥 面 


定义 11.2 由 通过 空间 一 个 定点 且 与 一 条 定 曲 线 相交 的 一 族 直 线 组 成 的 
曲面 叫做 锥 面 , 定 点 叫做 它 的 顶点 , 定 曲线 叫做 它 的 准 线 , 这 族 直线 中 的 每 一 条 
都 叫做 它 的 母线 . 

显然 , 锥 面 由 它 的 顶点 和 准 线 完全 决定 . 但 反 过 来 ,对 于 一 个 锥 面 , 它 的 准 
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线 并 不 是 唯一 的 ,任何 一 条 和 它 的 母线 都 相交 的 空间 曲线 都 可 以 作为 它 的 
准 线 . 
求 以 空间 曲线 C 
F(zsy;z) = 0,， 
GZzyy2 三 0 
为 准 线 , 以 A(a,b,c) 为 顶点 的 锥 面 方程 . 
在 准 线 C 上任 取 一 点 Po 《zo ;yo;zo), 则 过 Pu 的 母线 ( 即 直线 AP,) 的 方 
程 为 


WW = wt 0 


又 PP 在 C 上 ,所 以 有 
F(zxo, Yo 20)=0, 
1 ,yoyzo) 一 0. 
从 图 .四 中 消去 参数 zo ,yo ,zo ,得 瓦 (z,y,z) 王 0, 即 为 所 求 锥 面 方程 . 
例 5 求 以 原点 为 顶点 ,曲线 C 
F(zx,y)=0,， 
be (kA0) 
为 准 线 的 锥 面 方程 . 
解 在 准 线 上 任 取 一 点 Po (zo ,yo，,zo), 过 Ps 点 的 母线 ( 即 直线 OP) 的 方 
程 为 


一 ®@ 


又 P, 在 曲线 C 上 ,所 以 有 
Flzxo,Y)=0, 
oe 
为 了 从 四 .四 中 消去 参数 zo ,yo ,zo，, 令 @ 式 等 于 ,得 
X= xt; VI— Wts Tot, 


代入 办 得 


r(F) -0 


~ | 
| 
~ 


从 四 式 消去 i, 得 
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F( 笠 , 欠 )=0. (11.7) 


这 就 是 所 求 的 锥 面 方程 
特别 地 , 求 以 椭圆 
六 如 
二 下 时 
z& 一 (C 


为 准 线 ,以 原点 为 顶点 的 锥 面 方程 ,根据 (11. 7) 式 , 它 是 


加 名 |- 


a 已 
x 2 之 2 
即 一 字 二 从 (11. 8) 


这 是 一 个 二 次 齐 次 方程 ,我 们 称 这 个 锥 面 (11. 8) 为 二 次 锥 面 . 
下 面 我 们 来 说 明 , 例 5 中 所 得 到 的 以 原点 为 顶点 的 锥 面 方 程 (11. 7) 
rE 
是 关于 <,y,z 的 齐 次 方程 , 
为 说 明 这 个 问题 ,我 们 先 介 绍 齐 次 方程 的 概念 . 如 果 函 数 F(z,y,z) 中 的 工 ， 
yz 分别 以 t,ty ,tz 来 代 蔡 ,总 有 ltrsytyytz) 二 F(z,y,z) ,那么 这 个 函数 就 
叫做 nn 次 齐 次 函数 ,方程 F(z,y,z) 二 0 就 叫做 n 次 齐 次 方程 . 
因为 方程 (11.7) 适 合 
F (3 =e 


tz 


所 以 是 零 次 齐 次 方程. 车 方程 (11.7) 关 于 ( 笃 ) 和 ( 鱼 ) 是 次 的 , 则 可 化 成 关于 


2) 
EA 


) 和 ( 笠 ) 是 二 次 的 , 形 如 


a 
zy 之 的 7 次 齐 次 方程 .例如 , 若 (11.7) 关 手 ( 笠 
ta ; (+0, =0, 


+) 
则 用 z? 乘 各 项 , 即 可 得 
aik’ x’ 十 azR2Zy ak yakrz askyz a = 0， 
它 是 关于 zx,y,z 的 二 次 齐 次 方程 . 
把 这 个 结果 和 例 5 结合 起 来 ， ee 


F(x,y)= ww 
以 原点 为 顶点 ,以 曲线 | “”” “为 准 线 的 雏 面 方程 F (好 , 姑 ) -0 是 关 
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于 zx,y,z 的 齐 次 方程 . 

反 过 来 ,我 们 有 如 下 判断 锥 面 的 定理 . 

定理 11.2 x,y,z 的 一 个 齐 次 方程 必 表 示 一 个 以 原点 为 项 点 的 锥 面 . 

证 设 Flz,y;z)= 二 0 是 一 个 nn 次 齐 次 方程 ， 
Pu(zuyyoyzo) 是 它 所 表示 的 曲面 S 上 任 一 点 , 则 
F(Gzoyyoyzo) 一 0. 直线 OP。 上 任 一 点 了 的 坐标 必 为 
(txostyostzo) ,Mm Ftxo styov to) = P(r yoyzo) 一 
0, 即 忆 点 也 在 F(x,y,z) 三 0 所 表示 的 曲面 S 上 (如 图 
11-2), 即 S 是 由 过 原点 的 一 族 直线 组 成 的 , 即 以 原点 
为 顶点 的 一 个 锥 面 . - 口 

推论 11.1 一 个 关于 一 a,y 一 5;z 一 c 的 齐 次 方 


程 , 必 表 示 以 点 (a,6,c) 为 顶点 的 锥 面 . ss 
例 6 一 直线 通过 点 SC0,5,0) ,并 沿 着 双 曲 线 
Xx’ z? 
ly 
| € 四 
2 一 0 


移动 , 求 此 动 直线 所 形成 的 锥 面 方程 . 
解 在 双 曲 线 人 上 任 取 一 点 Po (xo »Yo ,z0), 则 直线 PoS 的 方程 为 


I 2z 
Xo yi=b zo ® 
又 因 Pu 在 四 上 ,所 以 有 
全 
a C 人 
3o 王 0 
从 四 及 四 中 消去 参数 zu ,yo ,zo ,由 @ 及 四 之 第 二 式 得 
bz 。 一 二 px 
Xo y—b’ 0 了 一 2 
代入 四 之 第 一 式 得 
—bzxy’ 一 有 
-= 
pe 了 9 
we yb Se 
即 a bp’ ce 0 


这 就 是 所 求 的 锥 面 的 方程 . 口 
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4. 旋转 曲面 


定义 11.3 一 条 空间 曲线 C 绕 着 一 条 定 直线 1 旋转 一 周 所 产生 的 曲面 叫 
做 旋转 曲面 . 曲线 C 叫做 它 的 母 曲 线 , 定 直线 7 叫做 它 的 旋转 轴 ( 简 称 为 轴 ). 

显然 ,旋转 曲面 的 母 曲线 C 上 任 一 点 P。 
在 旋转 时 形成 一 个 圆 ( 如 图 11-3). 这 个 圆 也 
是 垂直 于 旋转 轴 且 过 Pu 点 的 平面 与 旋转 
曲面 的 交 线 ,我 们 把 它 叫 做 纬 圆 或 纬 线 . 每 
一 个 以 旋转 轴 /为 边缘 的 半 平 面 与 旋转 曲 
面 的 交 线 ,叫做 旋转 曲面 的 经 线 . 显然 所 有 
的 经 线 的 形状 完全 相同 ,在 旋转 中 ,它们 都 
能 彼此 重合 . 


y 


现在 我 们 来 建立 以 空间 曲线 C 
F(x,y,z)=0, 
加 丙 光 GCCzyyyz) 一 0 
为 母 曲 线 ,以 直线 / 
i Wy, nt Ss 
l m n 
为 旋转 轴 的 旋转 曲面 的 方程 . 


分 析 :如 前 所 述 , 母 曲线 C 上 任 一 点 Po 在 旋转 中 形成 一 个 圆 ( 纬 圆 ) ,这 个 
圆 在 过 P。 点 且 垂 直 于 轴 的 平面 上 ,圆心 在 轴 上 . 当 Pu 取 遍 母 曲 线 的 点 时 ,所 
得 到 的 一 族 这 样 的 圆 就 组 成 了 整个 旋转 曲面 . 若 能 写 出 这 个 圆 族 的 方程 ,从 其 
中 消去 参数 ,就 得 到 旋转 曲面 的 方程 了 . 

在 母 曲 线 C 上 任 取 一 点 Pu(Czo,yivzo)( 如 图 11-3), 过 Po 点 的 纬 圆 可 以 看 
成 是 以 轴 “上 一 点 A(Cayp,c) 为 中 心 , 以 A 到 P, 的 距离 为 半径 的 球面 和 过 P。 
且 与 轴 /1 垂直 的 平面 的 交 线 , 即 

(zx—a) (yb = (m0—ay (m= (s =0，, 
LR my yn) 0; 
又 Po 在 母 曲 线 C 上 ,所 以 有 


®B 


F(xzo "yo 20)—0, 
C(Czoyyoyzo) 王 0. 9 
从 @@ 和 外 中 消去 参数 To» Yo Zo ,所 得 H(zx,y,z)=0 即 为 所 求 旋 转 曲 面 的 方程 . 
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例 7 求 直线 子 一 六 一 = 绕 直线 Z 一 y 一 < 旋转 所 得 的 旋转 曲面 的 方程 ， 


解 这 里 母 曲 线 为 直线 
光 _ 节 _ 交 二 1 @ 


旋转 轴 为 直线 


在 母 曲线 四 上 任 取 一 点 Po (zo Yo ;zo，)， 则 P, 所 在 的 纬 圆 的 方程 为 
TX 十 十 二 XT 十 六 十 3 ， 


(zw—m)T(y—%) (2—2)=0. @ 
又 因 Po 在 直线 四 上 ,所 以 有 
Wi Ww 一 1] 
人 8 
从 四 及 四 中 消去 参数 zo ,yo ,zo ,为 此 令 因 式 等 于 二 ,得 
Zo 一 41，y =t, zo=1— 3t. 四 


代入 四 之 第 二 式 , 解 得 
二 = 广 (x 十 y 十 z 一 1). 
代 人 四 得 Ti 一 2K( 六 十 yy 十 一 1 上 75 


一 去 (zx 十 y 十 < 一 )， 


am 一 一 六 (xz 十 y 十 = 一 号 )， 
代入 四 之 第 一 式 得 
7 5 
z 十 六 十 民 一 闻 (z 十 y 十 2 一 1)? 十 对 (zx 十 y 十 z 一 襄 ) ， 


这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 . 回 
常见 的 是 下 列 特殊 情形 , 母 曲线 为 某 个 坐标 平面 上 的 曲线 ,旋转 轴 为 该 坐 
标 平面 上 的 一 个 坐标 轴 . 例如 , 求 母 曲线 为 
Fl(yz)=0, 
z= Vs 
旋转 轴 为 y 轴 的 旋转 曲面 的 方程 , 
y 轴 方 程 为 
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在 母 曲 线 上 任 取 一 点 Po (zxo 9 .0 so ,)( 如 图 11-4) ; 则 过 了 。 点 的 纬 圆 的 方程 为 


人 四 
一 (0 
图 11-4 
又 因 P, 在 母线 上 ,所 以 有 
PFC(yoyzo) 一 0,Zzo 王 0. 四 


从 四 及 外 中 消去 参数 To, Yo ,zo， 将 Xo = 0 ,Wy 代入 四 之 第 一 式 , 解 得 0 一 
土 Vz 十 z* .再 代 和 人 四 之 第 一 式 得 


F(y,+t Vr+z )=0, (11. 9) 
这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 . 
F(y,z)=0 


同样 的 方法 可 以 求 得 上 述 母 曲线 | “ ” ” 绕 < 轴 旋转 ,所 得 旋转 曲面 
的 方程 为 


F( 土 Vri+y ,z)=0. (C11. 10) 
同样 的 方法 ,我们 还 可 以 得 到 : 
G(r,y)=0 


zy 面 上 的 曲线 | 0 绕 z 轴 旋转 ,所 得 旋转 曲面 的 方程 为 


G(z,+t Vy tz )=0; 
绕 y 轴 旋 转 , 所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
民主 VE 十 到) 二 0 
对 于 xz 面 上 的 曲线 绕 z 轴 及 y 轴 旋 转 ,所 得 旋转 曲面 的 方程 也 有 类 似 的 
结果 . 
于 是 ,坐标 平面 上 的 一 条 曲线 绕 该 坐标 面 上 的 一 条 坐标 轴 旋 转 所 得 旋转 曲 
面 方程 的 求法 如 下 : 
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在 该 曲线 在 坐标 平面 上 的 方程 中 ,保留 与 旋转 轴 同 名 的 变量 不 动 ,而 把 另 
一 个 变量 换 成 与 旋转 轴 不 同名 的 男 两 个 变量 的 平方 和 的 平方 根 . 
例 8 将 椭圆 


a pb 


be 
ea 
分 别 绕 长 轴 (y 轴 ) 及 短 轴 (z 轴 ) 旋 转 , 求 所 得 旋转 曲面 的 方程 

解 y 轴 为 旋转 轴 时 ,保留 方程 丘 十 所 一 1 中 的 y 不 动 ,将 = 换 成 


士 Vz 十 zx , 便 得 所 求 旋转 曲面 的 方程 


六 (11. 11) 
a pb 

z 轴 为 旋转 轴 时 ,旋转 曲面 的 方程 为 
ZH (11. 12) 
el 广 


曲面 (11. 11) 叫 做 长 球面 ,如 图 形状 11-5 吕 ,曲面 (11. 12) 叫 做 扁 球 面 ,形状 
如 图 11-5@ ,它们 统称 为 旋转 椭 球 面 . 


图 11-5 
Yi 
双 曲 线 C (b>0,c>0) 
式 一 0 
绕 虚 轴 (z 轴 ) 旋 转 , 所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
i i 之 2 


HE 吉 | (11. 13) 
C 


绕 实 轴 (y 轴 ) 旋 转 , 所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
ne 
ob 人 


四 (11.14) 
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曲面 (11.13) 叫 做 旋转 单 叶 双 曲面 ,形状 如 图 11-6Q@. 曲面 (11. 14) 叫 做 旋转 双 
叶 双 曲面 ,形状 如 图 11-6@. 


图 11-6 
抽 物 线 |> 二 7”" (p>0) 绕 其 对 称 轴 (z 轴 ) 旋 转 ,所 

得 旋转 曲面 的 方程 为 
xX 十 y: 二 2pz. 6 区 0 


曲面 (11. 15) 叫 旋转 抛物 面 ,其 形状 如 图 11-7. 

二 平行 直线 ,一 条 绕 另 一 条 旋转 ,所 得 旋转 曲面 为 直 
圆柱 面 . 二 相交 直线 ,一 条 绕 另 一 条 旋转 ,所 得 旋转 曲面 
为 直 圆 锥 面 . 

图 1137 例 9 yz 平面 上 与 zx 轴 不 相交 的 圆 
(y—a):+z: = , (a>b>0) 
工 一 0 
绕 z 轴 旋 转 , 求 所 得 旋转 曲面 的 方程 . 

解 ” 在 方程 (y 一 a)* 十 zx? 二 中 保留 x 不 动 ,将 y 换 成 十 /zx 十 y ,得 

(Vz Fy a) +r =, 


即 让 六 十 站 a 一 矿 二 二 2aWz :十 奖 s 
两 边 平方 得 。 (zx 十 十 z? 十 a? 一 也)? 二 4a: (zx? 十 y:). Cll 16) 
这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 . 鲜 | 
这 个 曲面 的 形状 如 图 11-8, 像 个 轮胎 , 叫 环 面 . 
Fl(y;z)=0， 
因为 母 曲线 为 dr 旋转 轴 为 z 轴 的 旋转 曲面 的 方程 是 


FF( 士 Vz 十 y ,zx) 二 0, 所 以 如 果 一 个 方程 具有 形式 F( 士 Vx 十 y ,xz) 二 0, 那 么 
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图 11-8 
F ;2)=0 
它 一 定 表示 旋转 曲面 , 且 一 条 母 曲线 为 | 
论 ,我 们 可 以 判断 某 些 方程 表示 旋转 曲面 . 
例 10 试 证 


` 旋 转轴 为 x 轴 . 根据 这 一 结 


《y: 十 z2)C1 十 z272 王 1 
是 旋转 曲面 ,并 求 它 的 母 曲线 及 旋转 轴 . 


证 因为 已 知 方程 可 以 化 成 Vy 十 x 二 


1 ,具有 形式 F( 土 Vy 十 芝 ,x) 二 0， 


。 
sro 1 十 z” 为 母 曲 线 ,以 z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 .也 可 以 看 成 是 
z 一 0 
2 二 | 
ul 1 十 z “为 母 曲线 ,以 zx 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 . 口 
3 一 0 
习题 十 一 
1. 求 直线 族 
工 十 yy 一刀 王 0， 
所 产生 的 曲面 的 方程 . 
2. 求 柱 面 方程 ; 


2 一 2 
@ 准 线 为 | 母线 平行 于 工 办， 
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一 4， 
四 准 线 为 | "> “母线 平 行 于 向 量 (1， 一 1,1)i 


二 yy 十 22， 

@ 准 级 为 | 一》 “ "母线 垂直 于 准 线 所 在 平面 ， 
一 已 之 9 

“_，。' 平 行 , 且 与 定 国 
ZX: 十 YY 十 Zz! 二 a?， 
之 一 0 

相交 的 直线 所 产生 的 曲面 的 方程 
. 求 下 列 曲 线 在 三 个 坐标 面 上 的 射影 柱 面 的 方程 ; 


求 与 定 直线 | 


zz 二 


th ET 
. 求 锥 面 方程 ， 

页 丰 在 原点 , 准 线 为 |> 人， 

Xz 十 YY 十 z!: 二 a?， 


四 项 点 为 (0，, 一 a,0) , 准 线 为 | 
y 十 z 一 Ci 


Lr: 人 
于 十 革 一 1， 


gs=0; 
. 求 过 原点 所 作 球 面 
(并 一 5)2 十 (y 十 1)2 十 于 一 16 
的 切线 的 轨迹 方程 . 


， 已 知 准 线 为 立方 提 物 线 | 


人 @ 曙 求 以 (La yz ) 为 母线 方向 向 量 的 柱 面 方程 
@@ 求 以 Ce,pc) 为 顶点 的 锥 面 方程 
, 求 下 列 曲 线 绕 指 定 轴 旋转 所 得 旋转 曲面 的 方程 : 
47z’ 二 9y:=36， 
| 绕 工 轴 ; 


之 二 0， 


aad 
yw ys 


2—9pz, 
@|?-，” 先 9 机 ， 
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( 一 2)?* 十 ls 
@| A 


z= 二 0， 


> “ 绕 这 个 曲线 的 渐 近 级 ， 


9. 将 直线 王 二 二 持 绕 = 轴 旋 转 , 求 这 个 旋转 曲面 的 方程 ,并 就 a。 和 有 可 能 


的 值 讨论 这 是 什么 曲面 . 
10. 求 以 = 轴 为 旋转 轴 ， 以 


次 2 
1 


X=mz 
为 母 曲线 的 旋转 曲面 的 方程 
11. 说 出 下 列 方程 表示 的 曲面 名 称 : 
@ T+ =1 @ zy=1; 
图 4z2 十 3 罗 2 十 4 一 2 @ 妇 一 光 十 于 一 一 3; 
© 4 刀 十 3 光一 4 一 0. 

12. 根据 下 列 方程 的 特点 ,指出 表示 何 种 曲面 .若是 柱 面 , 说 出 母线 方向 及 一 条 
准 线 ; 若 是 锥 面 , 说 出 顶点 及 一 条 准 线 ; 若 是 旋转 曲面 ,说 出 旋转 轴 及 一 条 母 
曲线 . 
© xr:i+2ry—3y=1; 

四 r+2ry—3y tz =0; 
辆 十 光一 22 十 2z 一 1=0. 


98 空间 解析 几何 


$ 12 空间 曲线 和 曲面 的 参数 方程 


1. 空间 曲线 的 参数 方程 
在 空间 直角 坐标 系 中 ,把 点 的 坐标 z,y,z 表示 成 某 个 变量 上 的 函数 表示 式 


zZ 一 三 (t)， 
| ee ， (a<t<b) C12.1) 
之 一 凡 (t)， 
如 果 满 足 
1 由 上 的 取 值 范围 内 的 任 一 值 通过 (12. 1) 所 决定 的 点 (z,y,z) 都 在 一 条 曲 
线 C 上 ; 


2” 曲线 C 上 每 一 点 (x,y,z) 都 可 以 由 zt 的 取 值 范围 内 的 某 个 值 通过 (12. 1) 
得 到 , 则 称 方程 (12.1) 为 曲线 C 的 参数 方程 ,t 叫做 参数 . 
参数 方程 (12. 1) 也 可 写成 向 量 形式 
r=r(t), ai<6 (2 2 
这 里 r= 二 (x,y,z) ,rt)= (f(D) ,8g(0) ,hh(0)). 
在 考虑 参数 方程 表示 的 图 形 时 ,必须 注意 到 参数 :的 变化 范围 . 
从 参数 方程 (12. 1) 中 ,消去 参数 1, 便 得 到 空间 曲线 的 一 般 方程 


F(x,yz2)=0,， 
ee 
在 实际 问题 中 ,特别 是 求 物体 运动 的 轨迹 时 ,常常 用 参数 方程 . 
' X=rcos 0， 
例 1 sse 0， (00<27) 
5 一 1 
表示 什么 曲线 ? 
解 ” 消 参数 得 
I 十 y: 二 7?， 
Wh 
表示 zy 面 上 的 一 个 圆 ,圆心 在 原点 ,半径 为 x. 口 


例 2 求 参 数 方程 r= 二 (acos 0,bsin 9,c) (0 过 9 二 2x) 所 表示 的 曲线 的 一 般 
方程 . 
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解 ” 将 已 知 参 数 方程 化 成 坐标 形式 为 


X=acos0 
| 0， (0 委 0<2r) 
之 一 C， 


消 参 数 得 


2 2 
an 


表示 平面 z= 二 c 上 的 一 个 椭圆 . 

例 3 一 个 动 点 绕 定 直线 作 等 角速度 圆周 运 
动 ,同时 沿 该 直线 的 方向 作 等 速 直 线 运 动 ,这 个 动 
点 的 轨迹 叫 圆柱 螺 线 . 试 建立 圆柱 螺 线 的 方程 . 

解 ” 建 立 坐 标 系 , 取 定 直线 为 z 轴 , 动 点 运动 
的 起 始点 为 Pu(a,0,0)(a 之 0). 设 等 角速度 为 w， 
等 速度 为 v. 

取 时 间 上 为 参数 , 当时 刻 t 时, 动 点 的 位 置 在 
PCzy,z). 设 已 在 zy 上 的 射影 为 Q, 依 题 设 Q 
在 以 原点 为 中 心 ,以 10P; | =a 为 半径 的 圆 上 , 且 
0 与 > 轴 的 夹 角 为 b 一 wt ,又 Q 记 二 vik. 所 以 有 

OB=08+QF, 
即 P= (acos wt)i (asin wt)jt (vi)k. 
C12..3) 
这 就 是 圆柱 螺 线 的 向 量 形式 的 参数 方程 . 化 成 坐标 表示 为 
工 二 QCOS wt,， 
en wt,， (一 coe 志 1 性 十 ceo) 
Vt 
这 就 是 圆柱 螺 线 的 坐标 形式 的 参数 方程 . 
从 (12.4) 中 消去 参数 t, 得 
I 二 y=a’, 
el 


这 就 是 圆柱 螺 线 的 一 般 方程 . 


(12. 4) 


(12,.5) 


口 


从 (12.5) 的 第 一 个 方程 可 以 看 出 ,这 条 曲线 全 部 落 在 一 个 直 圆 柱 面 上 , 圆 
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柱 螺 线 因此 而 得 名 . 
2. 曲面 的 参数 方程 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,把 点 的 坐标 x,y,zx 表示 成 两 个 变量 u,v 的 函数 表 
达 式 
T= f(yv), 
y=g(u,v), (au<b, cv<d) (12. 6) 
z=h (u,v), 
如 果 满 足 
1 由 u,v 取 值 范围 内 的 每 一 对 值 ,通过 (12.6) 所 决定 的 点 (x,y,z) 都 在 一 
个 曲面 S 上 ; 
2” 曲面 S 上 的 每 一 点 (z,y,z) ,都 可 以 由 u,v 的 取 值 范围 内 的 某 一 对 值 通 
过 (12. 6) 而 得 到 , 则 称 方程 (12. 6) 为 曲面 S 的 参数 方程 ,,v 叫做 参数 . 
曲面 的 参数 方程 (12.6) 也 可 写成 向 量 形式 
r=r(u,v), (12. 73 
这 里 r= 二 (zy yz) ruv) = (fuv) ,gu,v) ,h(iu,v)). 
在 考虑 (12. 6) 表 示 的 图 形 时 ,要 注意 参数 u,v 的 取 值 范围 . 
从 参数 方程 (12. 6) 中 消去 参数 ww, 一般 可 得 曲面 的 一 般 方程 FCz,y,z) 一 0. 
现在 我 们 来 讨论 平面 球面 、 柱 面 、 锥 面 和 旋转 曲面 的 参数 方程 . 
例 4 已 知 一 个 定点 Po (zo ,Yo，zwo) 及 两 个 不 共 线 的 定 问 量 a 二 (a1 ,as ,as )， 
b 二 (bi,b;,b;), 求 过 Po 且 与 a,b 篆 平 行 的 平面 a 的 参数 方程 . 
解 设 P(z,y,z) 为 平面 a 上 任 一 点 , 则 Po 户 ,a,b 三 个 向 量 共 面 . 因此 有 
B=Xa+b, (—oo<4, p<+o0) 
即 P=P,+iatpbh, (—oo<A, 1 二 十 ce) C12.8) 
此 处 P,P。 分 别 是 动 点 P 和 定点 Pu 的 向 径 .方程 (12. 8) 称 为 平面 的 向 量 形式 
的 参数 方程 . 
化 成 坐标 表示 为 : 
工 二 Zoo 十 Aai 十 Abi， 
3y 王 yo 十 az 十 ps ， (一 ceo<)， 大志 十 ce) (12. 9) 
z=xo 十 Aaa 十 /ba . 
方程 (12. 9) 称 为 平面 的 坐标 形式 的 参数 方程 . 口 
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例 5 求 以 原点 为 球 心 ,R 为 半径 的 球面 的 
参数 方程 . 

解 ”球面 上 任 一 点 PCz,y,z) 在 zy 面 上 的 
射影 为 QR( 如 图 12-2).Q 在 x 轴 及 y 轴 上 的 射 
影 分 别 为 N 及 M. 设 ZNOQ= 二 pg, 人 QOP=0, 关 
于 角度 g 及 9 有 如 下 规定 :p 以 x 轴 正 向 为 始 
边 , 逆 时 针 为 正 . P 点 在 上 半球 面 时 ,9 角 为 正 ; 
在 下 半球 面 时 ,0 为 负 . 

由 图 12-2 有 

全 om ps 


y= |OQ|sin 9,， 
z= |OP |sin 0. 


由 题 设 |OP| 二 R, 而 |0OQ| 二 |OPl|cos 9. 即 |OQ| 二 Reos 0, 所 以 
X=Reos 0 cos 9,， 0<g<2x 
[Reh ps 一 至 <O< 到 


(12. 10) 


xz 一 Rsin 0. 
这 就 是 所 求 的 球面 的 参数 方程 . 口 
参数 方程 (12. 10) 中 的 参数 pg 和 0, 在 地 理 上 通常 称 为 经 度 和 纬度 . 地 球 上 
每 一 点 的 位 置 ,由 它 的 经 度 和 纬度 完全 决定 . 经 度 和 纬度 又 称 为 地 理 坐 标 ， 
例 6 求 准 线 是 
T= f(), 
|: = gs (a<t<h) 
z= h(t), 
母线 平行 于 (1,m,n) 的 柱 面 方程 . 
解 ” 在 准 线 上 任 取 一 点 Po(f(to) ,g(to0) ,h(to)). 过 PP, 平行 于 (1,m,n) 的 
直线 的 参数 方程 为 


y=g(to)Tmu, (一 到 所 x<< 十 co) 《了 了 2- 11> 
z=h(to)T nus, 
其 中 为 参数 . 当 P。 取 遍 准 线 上 所 有 的 点 时 ,所 有 的 直线 (12. 11) 就 组 成 所 求 
的 柱 面 .也 就 是 说 当 妈 取 所 有 可 能 的 值 时 ,wu 取 所 有 的 值 ,方程 (12. 11) 所 决定 
的 点 (zx,y,z) 就 组 成 所 求 的 柱 面 . 于 是 方程 


[etm 
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Z 一 Ci) 十 lv， , 
ysCD+Tm (| (12. 12) 
z=h(t) Tnus 
即 为 所 求 柱 面 的 参数 方程 ,ti,w 为 参数 . 口 
例 7 求 准 线 是 
z=f(2)， 
[eo (a<t<b) 
之 一 几 (z)， 
顶点 是 (a,b,c) 的 锥 面 方程 . 
解 ” 仿 照例 6 的 方法 ,可 以 得 到 所 求 锥 面 的 参数 方程 为 
X=a 二 (f(t)—a)u, a jy 
y=bt (gt bu, (| 站 
z=c+ (h(t) —ce)u. 
例 8 求 母 曲 线 为 


z= f(1),， 
c = g(t), (a 过 tb) 
z= h(t), 
z 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 的 方程 . 
解 ” 在 C 上 任 取 一 点 Po (f(t0),g(t0) ,h(t)). 
过 Ps 点 的 纬 圆 是 在 平面 z==h(to) 上 ,以 A(0,0， 
h(t0)) 为 中 心 ,以 |APo| 二 VCfG0) 了 十 Cg(to) 了 为 
半径 的 圆 ( 如 图 12-3) ,这 个 圆 的 参数 方程 为 
z= VLf(t)) Cg(t) cos 0， 
y= VU) Fg ) sin 0，(0 委 0 一 27) (12. 14) 
z=h(to). 
当 P, 取 遍 曲线 C 上 所 有 点 时 , 即 参 数 t 取 所 有 可 能 的 值 时 ,所 有 的 纬 圆 
(12. 14) 就 组 成 所 求 的 旋转 曲面 .于 是 所 求 的 旋转 曲面 的 参数 方程 为 
工 一 VUf Cg eos 0， 
y= MUf OFT gD Tsin o, 
z= 二 h(t). 
例 9 求 一 直线 4 绕 与 它 异 面 的 另 一 直线 ls 旋转 所 产生 的 旋转 曲面 的 
方程 . 


ep ) (12. 15) 
0<0<2x 口 
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解 ”建立 坐标 系 , 使 旋转 轴 /is 为 > 轴 ,直线 的 
方程 为 


| ee 
之 一 Di， 
(参看 第 二 章 $9 附注 ) 

利用 例 8 的 结果 ,得 所 求 旋转 曲面 的 参数 方程 为 


z= Va te 4 
并 性 十 六 cos 0 0 二 0 一 2 ， 
PE 2 ‘ 
y= Va’ +t’ sin 0， ER 
zz 一 DLL. 
消 参 数 0 和 ,得 
Z2 十 光一 总 
人 a pba’ 
2 十 2 2 
表示 旋转 单 叶 双 曲面 . 回 


这 个 例子 告诉 我 们 ,旋转 单 叶 双 曲 面 可 以 由 直线 产生 . 
3. 球面 坐标 和 柱 面 坐标 
由 公式 (12. 10) ,我 们 已 知 球 心 在 原点 、 半 径 为 R 的 球面 的 参数 方程 为 


X= Reos 0 cos 9， n nt 
re ate 

[Re 2， 2 ”2 
z=Rsin 0. 0 入 ?一 2r 


空间 中 与 原点 距离 为 R 的 任意 一 点 ,总 可 以 看 成 是 在 以 原点 为 球 心 ,半径 为 R 
的 球面 上 , 它 的 位 置 由 一 组 g,9 的 值 完 全 决定 , 它 在 空间 直角 坐标 系 中 的 坐标 
可 由 (12. 10) 求 出 . 如 果 我 们 把 半径 R 也 看 成 变数 ,并 用 p 表示 时 ,空间 中 任意 
一 点 了 的 位 置 则 可 由 有 序 三 数组 (p,qp,90) 完 全 决定 . 它 在 直角 坐标 系 中 的 坐标 
由 下 式 (12. 16) 求 出 (p= 二 10P|,g,9 的 规定 见 例 5). 

X=pcos bcos p， (p 宕 0) 


y=pcos bsin pg, (0 和 wp 二 2r) (二 条 21 全 


xz 一 psin 0. (<0<3) 


除了 z 轴 上 的 点 以 外 ,P 和 (p,q,9) 是 一 一 对 应 的 ,(P 为 原点 时 ,po 一 0,p 与 0 任 
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意 ;P 在 z 轴 上 而 不 是 原点 时 ,g 一 一 至 或 至 ,9 任意 ). 我 们 把 有 序 三 数组 (o,9， 
0 叫做 空间 点 P 的 球面 坐标 (或 空间 极 坐标 ) , 记 作 P(p,p,0) ,这 里 p 宇 0,0 过 y 
= 人 


空间 点 的 直角 坐标 (z,y,z) 和 球面 坐标 (op,0) 之 间 的 变换 公式 为 
(12.16) 及 
p= Vx Ty tz , 


区 


0=arcsin 


Vey Te Ca 17Y 
COS 一 一 一 一 ,sin 0 一 2 
Vr Ty Vz Ty 


例 10 在 球面 坐标 里 ,下 列 方程 各 表示 什么 曲面 : 

Qo 一 a( 常 数 ); @gp 王 a( 常 数 ); 

@0= 二 8B( 常 数 ). 

解 ”@ 表 示 原 点 为 中 心 , 半 径 为 a 的 球面 .由 (12. 17) 得 到 它 的 直角 坐标 系 
中 的 方程 为 

ZX! 十 yy 十 zx: 二 a?. 

@ 表 示 以 = 轴 为 界 的 半 平 面 , 它 与 xz 面 夹 角 为 a. 由 (12. 17) 得 它 在 直角 坐 

标 系 中 的 方程 为 


即 tan a 二 之 , 亦 即 
净 
y 一 ztan w (zxcos ua 之 0,ysin w 之 0) 
@ 表 示 以 原点 为 顶点,z 轴 为 轴 , 半 顶 角 为 一 B 的 一 个 直 圆 锥 面 C 只 有 一 
腔 ). 由 (12.17) 得 它 在 直角 坐标 系 中 的 方程 为 


之 


sing 一 一 一 一 -一 一， 
即 (zx: 二 yy 十 xz!)sin’:B= xz, 
亦 即 Ty zcot: B=0 (zsin B20)., 


直 圆柱 面 尺 十 y 一 尺 的 参数 方程 为 
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y=Rsin p， (12. 18) 


一 及 9 
并 一 及 cos 0 CO<p <2n) 
人 


其 中 p,z 为 参数 . 空间 中 与 = 轴 距 离 为 R 的 任 一 点 ,总 可 以 看 成 是 在 以 = 轴 为 
轴 , 以 半径 为 尺 的 直 圆 柱 面 上 ,该 点 的 位 置 由 p,z 的 一 组 值 完全 决定 . 如 果 我 们 
把 半径 尺 也 看 成 变数 并 用 pCp 宇 0) 表 示 时 ,空间 中 任 一 点 了 的 位 置 则 可 由 有 序 
三 数组 (p,q,z) 完 全 决定 ,该 点 在 空间 直角 坐标 系 中 的 坐标 (zx,y,z) 由 下 式 
(12.19) 求 出 : 


y= psin p， (0<p <2n) (12. 19) 
z= (—co<z<++o0) 
空间 除了 z 轴 上 的 点 以 外 ,P 点 和 (p,q,z) 是 一 一 对 应 的 (z 轴 上 的 点 ,o 一 0,p 
任意 ). 我 们 把 有 序 三 数组 (op,z) 叫 做 空间 点 了 的 柱 面 坐标 (或 称 空间 半 极 坐 
标 ), 记 作 P(oyvp,z), 这 里 p 宇 0,0<g 二 2x, 一 cc<<z 必 十 co. 
空间 点 的 直角 坐标 (x,y,z) 和 柱 面 坐标 (p, yp,z) 之 间 的 变换 关系 为 
(12.19) 及 


| DP， (p 宇 0) 


p/P Fy, 
wos p = Fi ‘np = 12 20 
之 一 

例 11 在 柱 面 坐标 里 ,下 列 方程 表示 什么 曲面 ? 

中 po 一 4( 常 数 ); 加 gp 二 a( 常 数 ). 

解 中 表示 以 zx 轴 为 轴 , 半 径 为 a 的 直 圆 柱 面 , 它 的 直角 坐标 方程 为 xz? 十 
y=a’. 
@ 表 示 以 z 轴 为 界 的 半 平 面 , 它 的 直角 坐标 方程 为 

y 一 ztan a (xcos ua 过 0,ysin ao 之 0)， 回 


相册 十 二 
1. 把 下 列 曲 线 的 参数 方程 化 成 一 般 方程 : 


Zz 二 (t 二 1)? 9 
oz 《一 葬 过 帮 十 号 ) 
xz 一 一 (2 十 1); 
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工 一 2cos 0， 
or 0， (0<0<27) 


和 三 么 
2. 证 明 曲 线 
T= S38lf ts 
| t, (0<it<2x) 
2 一 5cos 
是 一 个 圆 , 并 求 该 圆 的 中 心 及 半径 . 
3. 证 明 曲 线 


之 二 8in 20， 
| 20， (0 委 0<<2r) 
zx 一 2cos 0 
位 于 球面 上 、 直 圆柱 面 上 ,也 位 于 抛物 柱 面 上 ， 
4. 证 明 曲 线 


8 


PP 全， 
1 十 十 2 


= 

ES es 
Lt 
在 一 球面 上 ( 称 为 球面 曲线 ), 且 求 所 在 球面 的 方程 . 

5. 证 明 下 列 曲 线 购 为 平面 曲线 , 且 求 所 在 平面 的 方程 : 


《9 二 


之 


X=acos’t, 
De (a>0) 
z=asin 2t; (0<it<2rx) 


_1+t 
并 T= 
@1y=T=s, (+1) 
We 
> 了 十 
6. 求 下 列 曲线 的 参数 方程 ; 
y=4z, Xz: 十 三 1， 


47 十 圭一 0; y 十 zz 二 1. 
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7. 讨论 下 列 参 数 方程 各 表示 什么 图 形 : 


= 
Qa y=v, (ww -wl1) 
z= YI, 


X=acos u, 
ae u, (0<u<2r,— RU oo0) 


多 一 


T 一 2 十 忆 

arm (一 ce< 志 xzo< 十 co) 
z 二 Ww 十 gv 十 1. 

8. 试 证 下 列 二 方程 


TT 二 WUCOS Us, 


(—e5<wu 居 十 65) 
(0 过 v27) 


47y 一 zxSin v, 


I 二 一 一 zy， 
十 世 


| vv (—co<uv<+To0) 
> wt (w+ 0) 
RN 
} 2 十 记 

表示 同一 曲面 ,并 说 明 其 形状 . 
9. 在 直 圆 柱 面 的 参数 方程 


宅 


Z 一 Qcos 0， 
. (0 委 0<<2r) 
| -ea (一 co<v<< 十 co) 
$$ 二 二 

中 ,9 二 0。 和 wvw 二 vo(06 ,vo 为 常数 ) 各 表示 怎样 的 图 形 ? 
10. 应 用 参数 方程 解 习题 十 一 第 8 题 之 加 ,加 及 第 10 题 . 
11. 求 §11 例 9 之 环 面 的 参数 方程 ，- 
12. 用 参数 方程 解 习 题 十 一 第 2 题 之 @ 及 第 5 题 之 @. 


13. 把 x 十 y’ 一 2ax 二 0 写成 用 柱 面 坐 标 表示 的 方程 . 
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3 13 二 次 曲面 


用 一 个 二 次 方程 表示 的 曲面 ,叫做 二 次 曲面 .我们 在 11 中 所 介绍 的 三 种 
二 次 柱 面 及 一 种 二 次 锥 面 ,它们 的 方程 都 是 二 次 的 ,所 以 它们 都 是 二 次 曲面 . 本 
节 再 介绍 六 种 典型 的 二 次 曲面 ,它们 是 两 种 椭 球 面 ( 实 的 和 虚 的 )、 两 种 双 曲 面 
( 单 叶 的 和 双 叶 的 ) 和 两 种 抛物 面 (椭圆 的 和 双 曲 的 ). 我 们 先 给 出 它们 的 标准 方 
程 ,然后 通过 方程 来 讨论 这 些 曲面 的 形状 . 


1. 椭 球 面 (或 椭圆 面 ) 
方程 
i (a>0,6>0,c>0) (13. 1) 


a b:? ce 

表示 的 曲面 ,叫做 ( 实 ) 椭 球面 .方程 (13. 1) 叫 做 椭 球 面 的 标准 方程 . 

我 们 从 以 下 几 个 方面 ,来 讨论 方程 (13.1) 所 表示 的 图 形 的 几何 性 质 和 
形状 . 

1 对 称 性 

在 方程 (13. 1) 中 用 (一 xz,y,z) 代 蔡 (zx,y,z) 方 程 不 变 , 说 明 若 点 PCz,yyz) 
在 曲面 上 , 则 P 点 关于 yz 面 的 对 称 点 P'( 一 xz,y,z) 也 在 曲面 上 , 即 曲 面 关 于 
yz 面 对 称 . 同样 ,分 别 用 (zx, 一 y,z) 和 (xz,y, 一 z) 代 土方 程 (13.1) 中 的 (xz,y,z)， 
方程 不 变 , 所 以 曲面 关于 zz 面 和 xy 面 也 对 称 . 

用 (xz, 一 y, 一 z) 代 替 方 程 (13.1) 中 的 (zx,y,z) 方 程 不 变 , 说 明 若 点 (x,y，,z) 
在 曲面 上 , 则 该 点 关于 工 轴 的 对 称 点 (z, 一 ,一 z) 也 在 曲面 上 , 即 曲面 关于 工 轴 
对 称 . 同样 可 知 曲面 关于 y 轴 ,z 轴 也 对 称 . 

用 (一 z, 一 >, 一 z) 代 替 方 程 (13. 1) 中 的 (z,y，,z) 方 程 不 变 , 说 明 若 点 (zyy， 
z) 在 曲面 上 , 则 该 点 关于 原点 的 对 称 点 (一 zx, 一 y, 一 z) 也 在 曲面 上 , 即 曲 面 关于 
原点 对 称 . 

2 范围 一 一 曲面 是 否 有 界 

因为 方程 (13. 1) 表 示 三 个 正 数 相 加 等 于 1, 所 以 有 


2 


2 2 
lb 


即 |z|<a,|y|<6, |z|<e. 
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这 说 明 曲 面 是 在 六 个 平面 x== 土 4,y 二 土 b,z 二 士 c 所 围 成 的 长 方 体 中 ,也 就 是 
说 , 椭 球 面 是 有 界 的 , 它 上 面 的 点 不 能 无 限 地 跑 到 远方 去 ,这 是 椭 球 面 在 二 次 曲 
面 中 最 突出 的 特点 . 

3 ”与 各 坐标 轴 及 各 坐标 面 的 交 线 

在 方程 (13. 1) 中 令 y= 二 x 二 0, 可 得 椭 球 面 与 x 轴 的 交点 A(a,0,0) 和 A’( 一 a， 
0,0). 同样 可 得 椭 球 面 与 y 轴 的 交点 B(0,6,0) 和 B'(0, 一 6,0). 与 z 轴 的 交点 
C0,0,@ 和 C00, =6). 

椭 球 面 与 三 个 坐标 面 的 交 线 分 别 为 


一 一 人 一 一 
| 
十 
| oe 
ll 
一 


SS < a 
| 
© 


十 
| 
由 


一 -一 一 
& 

| 
二 


它们 都 是 椭圆 . 

4 为 了 进一步 了 解 一 个 曲面 的 形状 ,我 们 用 一 组 平行 平面 (通常 用 与 某 个 
坐标 面 平行 的 平面 ) 去 截 这 个 曲面 ,得 到 一 组 交 线 ( 称 为 截 口 曲线 ,简称 截 口 )， 
通过 这 组 平行 平面 上 的 截 口 (简称 为 平行 截 口 ) 的 形状 来 分 析 曲 面 的 大 体形 状 . 
这 种 利用 平行 截 口 来 研究 曲面 形状 的 方法 ,简称 为 平行 截 割 法 (或 平 截 线 法 ). 

我 们 用 平行 于 zy 面 的 平面 > 二 hh,|h|<c, 来 截 曲面 , 截 口 为 


当 |h|c 时 它 总 是 一 个 椭圆 , 它 的 两 个 半 轴 分 别 为 


oj1 一 邱 及 只 有 一 乞 ， 
它 的 两 对 顶点 分 别 为 (Ea/1 一 所 ,00 有 (0 二 4 放 一 下 ,省 而 这 两 对 顶点 恰 又 


分 别 在 xz 面 及 yz 面 的 截 口 椭圆 四 及 四 上 . 
当天 由 一 c 变 到 十 c 时 ,由 四 所 得 到 的 上 述 这 一 族 位 于 平行 平面 上 的 椭圆 就 
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组 成 椭 球 面 (13. 1). 也 就 是 说 , 椭 球 面 (13.1) 是 由 一 个 椭圆 @ 变 动产 生 的 ,这 个 
椭圆 在 变动 中 始终 保持 所 在 平面 与 zy 面 平行 , 且 它 的 两 对 顶点 始终 分 别 在 两 
个 定 椭圆 @@ 及 四 上 滑动 . 椭 球 面 的 形象 是 
一 个 压 扁 了 的 旋转 椭 球 面 . 

椭 球 面 的 图 形 如 图 13-1. 

椭 球 面 的 对 称 平面 称 为 主 平面 ,对 称 
轴 称 为 主轴 ,对 称 中 心 称 为 中 心 . 椭 球 面 与 
对 称 轴 的 交点 称 为 项 点 ,因此 椭 球 面 有 三 
个 主 平面 ,三 条 主轴 ,一 个 中 心 ,六 个 顶点 . 

当 方 程 (13.1) 中 a 之 6 之 c>0 时 ,a,b,c 
分 别称 为 椭 球 面 的 半 长 轴 , 半 中 轴 和 半 

图 13-1 短 轴 . 

椭 球 面 (13. 1) 的 参数 方程 为 


Zacos bcos 9p， (一 号 os 号 ) 
y=bcos bsin 0， 2 2 8 动 
zx 一 csin 0. (0<p=27) 
2. 虚 椭 球面 
方程 
2 2 2 
互 十 瑟 十 互 一 一 1 (13.3) 


a b 好 
表示 的 曲面 ,其 上 没有 实 点 , 称 为 虚 椭 球面 .方程 (13.3) 称 为 虚 椭 球面 的 标准 
方程 . 


3. 单 叶 双 曲 面 
方程 
2 
rl (a>0,6>0,c>0) (13. 4) 


表示 的 曲面 叫 单 叶 双 曲 面 ,方程 (13. 4) 叫 单 叶 双 曲 面 的 标准 方程 . 

完全 仿照 对 椭 球 面 的 讨论 ,我们 得 到 : 

单 叶 双 曲面 关于 三 个 坐标 面 ,三 个 坐标 轴 及 原点 都 是 对 称 的 ,图 形 可 以 无 
限 伸展 . 

曲面 (13. 4) 与 工 轴 及 y 轴 有 两 对 交点 , 称 为 单 叶 双 曲面 的 项 点 .= 轴 与 单 叶 
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双 曲 面 无 交点 ,叫做 单 叶 双 曲面 的 虚 轴 . 
曲面 (13. 4) 在 三 个 坐标 面 上 的 截 口 分 别 为 


0 @ 
并 一 0， 
2 

所 
y=0， 

zi 

| 1 @ 
z 三 0 

用 平面 z==h 去 截 , 截 口 为 椭圆 

交 

| brs 
之 一 几 。 


它 的 两 对 顶点 分 别 在 xz 面 和 yx 面 的 截 口 双 曲 线 @ 及 @ 
上 , 当下 由 一 ce 变 到 十 ce 时 ,椭圆 族 @@ 就 组 成 单 叶 双 曲 面 
(13.4). 因此 它 可 以 看 成 是 由 一 个 椭圆 变动 产生 的 ,该 椭圆 
在 变动 过 程 中 所 在 平面 始终 平行 于 zy 平面 , 且 它 的 两 对 
顶点 始终 在 两 个 定 双 曲 线 @@ 及 @ 上 滑动 . 单 叶 双 曲 面 的 形 
象 是 一 个 压 扁 了 的 旋转 单 叶 双 曲 面 . 

截 口 椭圆 @ 当 ==0 时 , 它 的 长 短 轴 最 小 , 称 为 单 叶 双 
曲面 的 腰 椭 圆 . 

单 叶 双 曲面 (13. 4) 的 图 形 如 图 13-2， 


4. 双 叶 双 曲 面 
方程 


互 十 疙 一 气 一 一 1 (a 之 06,6>0;c>0) (18. 5) 


表示 的 曲面 , 称 为 双 叶 双 曲 面 .方程 (13. 5) 称 为 双 叶 双 曲 面 的 标准 方程 . 

完全 仿照 对 椭 球 面 的 讨论 ,可 以 了 解 双 叶 双 曲面 的 大 致 形状 . 曲面 没有 点 
在 平面 一 < 与 > 一 一 c 之 间 , 曲 面 分 为 两 叶 . 双 叶 双 曲面 的 形象 是 一 个 压 扁 了 的 
旋转 双 叶 双 曲 面 . 

双 叶 双 曲 面 (13. 5) 的 图 形 如 图 13-3. 
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单 叶 双 曲面 和 双 叶 双 曲 面 统 称 为 双 曲 面 . 
椭 球 面 和 双 曲 面 都 有 唯一 的 中 心 ( 对 称 中心 ) , 称 为 中 
心 型 二 次 曲面 . 


2 x? zx? 2 z? 
i nt 


a 
表示 的 曲面 ,也 都 是 双 叶 双 曲面 . 
椭 球 面 和 双 曲 面 的 标准 方程 ,可 以 统一 写 为 
Pr:+Qy++Rz:=1] (PQRA0), 
图 1338 当 P,Q,R 沸 正 时 ,表示 椭 球 面 ; 当 P,Q,R 篆 负 时 , 表 
示 虚 椭 球 面 ; 当 P,Q,R 两 正 一 负 时 ,表示 单 叶 双 曲面 ; 当 P,Q,R 一 正 两 负 时 ， 
表示 双 叶 双 曲面 . 


5. 双 曲 面 的 渐 近 锥 面 


平面 上 双 曲 线 有 渐 近 线 ,与 之 相仿 ,在 空间 , 双 曲 面 有 渐 近 锥 面 . 
我 们 来 考查 二 次 锥 面 


0 © 
与 单 叶 双 曲面 
及 双 叶 双 曲 面 

至 十 发 一 专 = 一 1 0 


之 间 的 关系 ,这 里 三 式 中 的 a,b,c 相同 . 
平面 z==h 与 这 三 个 曲面 的 交 线 依次 为 


ae 
过 一 用 7 

Cae je 
二 
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人 
及 a 和 四 
之 一 几 。 
当 |h| 之 c 时 ,这 三 个 交 线 都 是 椭圆 ,它们 的 两 个 半 轴 依次 是 
=|h|l, b=2|h|; 
E C 

i c+h:, 六 一 人 AMWc2 十 由 

及 本 后 二 h*—ce, b= Ve, 


且 对 于 一 切 h(|h| 放 c) ,总 有 
ad<daw<ar， bbi<b,, 
即 椭圆 @ 总 介 于 椭圆 @@ 及 @ 之 间 ( 如 图 13-4). 

当 |h| 一 co, 有 

lim(as —as)=lim 4 ( VETO — WA 一 c ) 

= 一 
J 
同样 有 lim(&, 一 65) 二 0. 

这 说 明 , 当 |h| 无 限 增 大 时 , 单 叶 双 曲 面 和 双 叶 双 
曲面 的 截 口 椭 圆 无限 接 近 , 而 锥 面 的 截 口 椭圆 总 界 于 
它们 之 间 ,所 以 这 三 个 截 口 椭圆 都 无 限 接近 . 换 句 话 
说 , 当 无 限 地 远离 zy 面 时 , 单 叶 双 曲 面 曙 和 双 叶 双 曲 


1 
I 
1 
1 
+ 
二 


一 万 人- 


@ 


面 @@ 都 与 锥 面 @@ 互 相 无 限 地 逼近 ,我 们 称 锥 面 @ 为 单 叶 双 曲 面 四 及 双 叶 双 曲 面 


贺 的 渐 近 锥 面 , 而 双 曲 面 电 和 @@ 称 为 一 对 共 斩 的 双 曲 面 . 


每 个 过 = 轴 的 平面 交 双 曲面 四 和 @ 于 两 条 双 曲 线 , 而 与 锥 面 @@ 相 交 所 得 的 
二 相交 直线 , 恰 是 上 述 两 条 双 曲 线 的 渐 近 线 . 特别 地 ,zz 面 交 双 曲 面 申 ,四 得 一 


对 共 轿 双 曲 线 
a C 
y=0,， 


而 与 锥 面 @ 的 交 线 


四 
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z 
蕊 一 所 一 0， 
i 


6. 椭圆 抛物 面 


表示 的 曲面 叫做 椭圆 抛 
物 面 ,方程 (13.6) 叫 做 椭 
人 圆 抛 物 面 的 标准 方程. 
完全 仿照 对 椭 球 面 的 讨论 ,我 们 可 以 了 解 椭圆 抛 
物 面 (13. 6) 的 大 致 形状 . 它 的 整个 曲面 都 在 zy 面 的 
上 侧 , 即 z 宇 0, 向 上 无 限 伸 展 . 椭圆 抛物 面 的 形象 是 一 
个 压 扁 了 的 旋转 抛物 面 , 它 的 图 形 如 图 13-6. 


7. 双 曲 抛物 面 
方程 图 13-6 


2 
=2z (a>0,6>0) (13.7) 
a 


表示 的 曲面 , 叫 双 曲 抛物 面 .方程 (13. 7) 称 为 双 曲 抛物 面 的 标准 方程 . 

完全 仿照 对 椭 球面 的 讨论 ,我们 得 到 : 

双 曲 抛物 面 关 于 xz 面 和 yz 面 是 对 称 的 ,因而 关于 = 轴 也 是 对 称 的 ,没有 
对 称 中 心 . 它 与 坐标 轴 只 有 一 个 交点 一 一 原点 . 


三 个 坐标 面 上 的 截 口 曲线 为 
区 。 
go 
2 : 
Ein ® 
z 一 0 


和 四 分 别 是 yz 面 和 zz 面 上 的 抛物 线 , 它 们 有 共同 的 对 称 轴 z 轴 和 共同 的 顶 
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点 ,但 开口 方向 相反 . 
为 了 进一步 看 出 双 曲 抛物 面 的 形状 ,我 们 用 平行 zy 面 的 平面 z 二 有 去 截 
它 , 截 口 为 


已 四 
之 三 hh, 

只 要 h 隆 0, 它 总 是 双 曲 线 : 当 有 二 0 时 , 实 轴 
平行 于 x 轴 , 虚 轴 平行 于 y 轴 , 顶点 
( 士 V2ha ,0,h) 在 抛物 线 四 上 ; 当 h=<0 时 ， 
实 轴 平行 y 轴 , 虚 轴 平行 于 x 轴 , 顶点 
(0, 士 Vv 一 2h6,h) 在 抛物 线 @ 上 . 当天 三 0 
时 , 截 口 变 成 一 对 相交 直线 @. 

当 有 由 一 吕 变 到 十 co 时 ,变动 的 曲线 @ 
就 产生 双 曲 抛物 面 ( 如 图 13-7). 它 在 zy 面 
上 方 的 部 分 沿 着 z 轴 的 两 个 方向 上 升 ,在 zy 
面 下方 的 部 分 沿 着 y 轴 的 两 个 方向 下 降 , 大 
体形 状 像 一 只 马鞍 ,所 以 双 曲 抛物 面 又 称 为 马鞍 面 . 双 曲 抛物 面 和 对 称 轴 的 交 
点 ,叫做 它 的 鞍点 . 

这 个 曲面 的 形状 比较 复杂 ,为 了 进一步 熟悉 它 ,我 们 再 用 平行 于 xz 的 平面 
y 二 k 去 截 它 , 截 口 为 


2 2 
i 
a 


a 
[ =2a (ta) @ 
y 三 上 , 
不 论 & 值 如 何 , 它 总 是 一 条 抛物 线 , 而 且 它 的 形状 总 和 抛物 线 四 完全 相同 , 它 的 


硕 点 (0,k, 一 艳 : ) 总 在 抛物 线 @ 上 . 

当天 从 一 -< 变 到 十 co 时 ,变动 的 抛物 线 
四 就 产生 双 曲 抛物 面 . 因此 , 双 曲 抛物 面 可 以 
看 成 是 由 两 条 位 于 互相 垂直 的 平面 上 的 有 公 
共 对 称 轴 及 顶点 ,但 开口 方向 相反 的 抛物 线 ， 
其 中 一 条 抛物 线 使 其 顶点 始终 沿 着 另 一 条 抛 
物 线 作 平行 移动 产生 的 (如 图 13-8). 

椭圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 统 称 为 抛物 
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面 . 它们 都 没有 对 称 中 心 , 又 叫做 无 心 二 次 曲面 . 
椭圆 抛物 面 和 双 曲 抛物 面 的 标准 方程 可 以 统一 为 
Pz’:+Qy’:=2Rz, (PQR0) 
当 P,Q 同 号 时 ,表示 椭圆 抛物 面 ; 当 P,Q 异 号 时 ,表示 双 曲 抛物 面 . 


8. 二 次 曲面 标准 方程 小 结 


现在 我 们 把 二 次 曲面 的 所 有 各 种 情形 ( 共 17 类 ) 的 图 形 和 它们 的 标准 方程 
列 成 下 表 .( 表 见 下 页 ) 

例 1 就 4 的 值 讨论 方程 

ZX 十 2y: 十 Az! 十 2z 十 1 二 0 

表示 哪 种 曲面 . 

解 ” 当 天 0 时 ,方程 可 改写 为 

zt2y tA(z+i) 一 工 一 1 

于 是 ， 

1 当 4<0 时 ,表示 双 叶 双 曲 面 ; 

2” 当 0 二 4 过 1 时 ,表示 椭 球 面 ; 

3” 当 4 二 1 时 ,表示 一 点 ; 

4 当 )>1 时 ,表示 虚 椭 球面 . 

当 4 二 0 时 ,方程 可 改写 为 


二 27 一 一 2(z 二 去) 


于 是 ， 
5 当 4 二 0 时 ,表示 椭圆 抛物 面 . 口 
将 上 述 讨论 所 得 的 结果 ,在 4 轴 上 表示 出 来 ,如 图 13-9. 
椭圆 抛物 面 点 
双 叶 双 曲 面 椭 球 面 虚 椭 球面 
0 1 4 


13-9 
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二 次 曲面 标准 方程 小 结 


118 空间 解析 几何 


续 表 
序号 | 标准 方程 | 曲面 名 称 图 形 
7 于 十 关 =2x 椭圆 抛物 面 史 

| 
8 Es 双 曲 抛物 面 | 

a b 

于 

9 夺 十 关 =1 椭圆 柱 面 


10 hl 虚 椭 圆柱 面 无 实 图 形 


序号 
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14 


16 


17 


续 表 


六 -一 站 

三 一 太一 0 相交 平面 
a 抛物 柱 面 
= 一 对 平行 平面 
Wi 一 对 虚 平行 平面 
2 =0 一 对 重合 平面 
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习 冲 十 5 码 


1. 已 知 椭 球 面 的 主轴 和 坐标 轴 重 合 , 且 通过 椭圆 


a ea 

2. 求 平面 z 一 2 一 0 与 椭 球 面 二 5 二 其 十 二 1 相交 所 得 截 口 椭圆 的 方程 ,并 求 它 
的 天 个 半数 站 问 便 诬 

3. 由 椭 球 面 -5 :十 扰 5 十 所 一 1 的 中 心 ( 即 原点 ) 沿 菜 一 一 定 方向 (方向 余弦 为 1,psy) 


i ee 
直 = 委 + 你 + 性 


2 。 


€ 
4. 在 研究 椭 球 面 时 ,我 们 介绍 了 通过 方程 讨论 曲面 的 几何 性 质 及 形状 的 方法 . 
试 应 用 这 个 方法 ， 
讨论 双 叶 双 曲 面 (13. 5); 
@ 讨 论 椭 圆 抛物 面 (13. 6). 


2 2 2 
5. 已 知 单 叶 双 曲面 二 十 沪 一 和 二 1， 


@ 求 它 的 腰 椭 圆 ; 
四 求 两 个 平面 ,使 它们 分 别 平 行 于 yz 面 和 zx 面 ,而 县 与 曲面 的 交 线 都 是 一 
对 直线 . 

6. 平面 x 一 mz 二 0 与 单 叶 双 曲 面 x 十 y? 一 zz 二 1] 相交 , 问 m 取 何 值 时 , 交 线 为 
椭圆 ? 何 时 为 双 曲 线 ? 


1. 求 过 工 轴 , 且 与 单 叶 双 曲面 五 十 师 一 气 一 1(4>> 护 的 交 线 是 加 的 平面 

8. 已 知 椭 球 面 之 十 6 十 2zz 一 8, 求 过 = 轴 目 与 该 酉 球面 的 交 线 是 圆 的 平面 ， 

9. 用 平面 z 十 my 一 = 一 0 去 截 已 知 椭圆 抛物 面 坊 十 握 一 y, 问 吉 为何 什 时 , 交 线 
为 禄 国 ? 何 时 为 名 物 线 ? 

10. 已 知 单 叶 双 曲面 入 7 二 入 一气 一 1, 试 求 通过 y》 轴 且 与 曲面 交 线 为 二 平行 直 


13. 


14. 


1s. 


16. 


17 


18. 


19. 
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线 的 平面 ， 


. 证 明 用 通过 坐标 轴 的 平面 和 查 球 面 写 十 刁 十 当 一 1(a>>b>c>0) 相 截 时 ,有 


且 仅 有 两 条 截 口 曲线 是 圆 ,并 说 明 这 两 个 截面 的 位 置 . 


。 一 动 直 线 沿 三 条 定 直线 


站 = 至 ER 
i he 
1 .3+1_z 
“区 1 


滑动 , 试 求 动 直线 的 轨迹 方程 

忆 知 一 抽 物 线 |* ”平行 黎 动 , 且 顶 记 在 抽 物 线 |> “上 , 试 天 
轨迹 方程 

试 求 与 直线 工 [ 吉 一 记 一 主 和 平面 z 十 p 一 0 等 距离 的 点 的 轨迹 方程 ,并 说 明 
曲面 名 称 ， 
试 求 与 二 直线 | 


种 曲面 . 

设 动 点 与 定点 (1,0,0) 的 距离 等 于 动 点 到 平面 z= 二 4 的 距离 的 一 半 , 求 此 动 
点 的 轨迹 . 

已 知 椭圆 抛物 面 的 顶点 在 原点 ,对 称 面 为 zz 面 与 yz 面 , 且 过 点 (1,2,6) 和 


( 读 ，' 一 1,1), 求 这 个 椭圆 抛物 面 的 方程 . 


适当 选取 坐标 系 , 求 下 列 轨迹 方程 : 
@ 到 一 定点 和 一 定 平面 (定点 不 在 定 平面 上 ) 的 距离 之 比 是 常数 的 动 点 
轨迹 ; 
@@ 与 二 给 定 的 异 面 直线 等 距离 的 动 点 轨迹 ,已 知 这 两 条 异 面 直 线 的 距离 为 
2c, 夹 角 为 26( 取 公 垂 线 为 = 轴 , 公 垂 线段 的 中 点 为 原点 ,x 轴 与 二 直线 成 等 
角 ). 
验证 单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 的 参数 方程 可 分 别 写 为 : 

| UCOS U, [ew 


T=0, 


二 0， 
”_ | 和 | 一， 相 切 的 球面 中 心 的 轨迹 方程 ,并 说 明 是 归 


之 一 ] 


y=bsec usin v, 与 4 y=b(u—v), 


z=ctan u z= 2uv. 
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20. 


21, 


22. 


23. 


24. 


指出 下 列 曲 面 的 名 称 : 


2 处 
= 2— wy2 二 1]1。 站 1 
@ 人 © Wi Ls 
多 就 
GE Or 
© z=27xy; © ry=1; 
DD zr:—y =0; 37: T+4y—52 =0, 


就 和 A 的 值 讨论 下 列 方程 表示 哪 种 曲面 : 

@ 3z2 一 4 好 一 5z2 十 1; 

©@ 十 2 十 32* 一 十 六 

图 xz: =A(zx’ ty ); 

@ 1 十 光 三 (人 一 1 区 

© iz’ 二 2z 二 1 十 y= 二 0. 

就 wp,cyd 的 值 讨 论 下 列 方程 表示 哪 种 曲面 : 
@ azx’ tby:tcez: td=0,(abc8A0) 

@ zy =az 二 bz+tc. 

给 定 方程 


= tl(a>b>c>0) 


z- A 
间 当 4 取 异 于 a? ,b,c? ed 
设 二 次 曲面 族 为 


有 
+t =1, ta>b>c>0) 


对 于 不 等 于 a? ,b,c? 的 每 一 个 人 值 ， ee 中 任 
一 点 (zoyyoyzo),(zoyyoyzo 天 0)， 恰 有 上 述 三 次 曲面 族 中 的 三 个 曲面 通过 ， 
而 且 它 们 分 别 是 单 叶 双 曲 面 , 双 叶 双 曲面 和 椭 球 面 . 


$ 14 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 


由 一 族 直 线 组 成 的 曲面 叫 直 纹 面 ,直线 族 中 的 每 一 条 直线 叫 直 母 线 ( 简 称 


母线 ). 二 次 柱 面 和 二 次 锥 面 都 是 直 纹 面 . 本 节 我 们 将 证 明 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛 
物 面 也 都 是 直 纹 面 ,而 且 它 们 和 二 次 柱 面 与 二 次 锥 面 不 同 ,过 曲面 上 的 每 一 点 
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有 两 条 直 母 线 . 

1. 单 叶 双 曲面 的 直 纹 性 

由 (13. 4) 式 可 知 , 单 叶 双 曲面 的 方程 为 

村 十 莽 一 乞 =1,(a>0,6>0,c>0) 
移 项 ,分 解 因 式 得 
CR o 

于 是 有 如 下 两 个 比 相 等 (为 了 避免 分 母 为 零 引 起 的 麻烦 ,把 下 式 看 成 比 而 不 看 
成 分 式 ) 


ER 

a C 
如 果 比 值 用 w : v 表示 ,u,v 是 不 同时 为 零 的 任意 两 个 数 ,那么 我 们 可 以 得 到 如 
下 方程 组 

rnt 


b 
(14. 1) 


us,v 是 参数 . 当 w,v 取 所 有 可 能 的 不 同时 为 零 的 实数 时 ,方程 (14. 1) 表 示 一 族 直 
线 . 

现在 我 们 来 证 明 :直线 族 (14. 1) 是 单 叶 双 曲 面 (13.4) 的 一 个 直 母 线 族 . 

证 明 分 为 两 步 . 首先 证 明 直 线 族 (14. 1) 中 每 一 条 直线 都 在 曲面 (13.4) 上 ， 
然后 再 证 曲面 (13. 4) 上 的 每 一 点 都 在 直线 族 (14. 1) 中 的 某 一 条 直线 上 . 

要 证 明 直 线 族 (14. 1) 中 的 每 一 条 直线 都 在 曲面 (13. 4) 上 ,只 需 证 明 由 不 同 
时 为 零 的 任意 一 对 实数 u,v 所 决定 的 族 (14.1) 中 的 直线 上 的 点 都 在 曲面 
(13. 4) 上 . 

当 u,v 全 不 为 零 时 ,(14. 1) 中 的 两 个 方程 左 端 乘 左 端 , 右 端 乘 右 端 , 即 得 方 
程 @ ,因而 得 方程 (13. 4). 这 说 明 , 当 u,v 全 不 为 零 时 ,满足 方程 (14. 1) 的 点 也 
满足 方程 (13. 4). 即 由 全 不 为 零 的 任 一 对 实数 u,v 所 决定 的 族 (14. 1) 中 的 直线 
在 曲面 (13. 4) 上 . 

当 u,v 中 有 一 个 为 零 时 ,例如 =0, 此 时 必 有 wv 关 0, 由 这 组 wu;v 所 决定 的 
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族 (14. 1) 中 的 直线 为 


1 十 己 0， 

© 
此 0g. 
a C 


易 知 凡 坐 标 满足 四 的 点 ,其 坐标 也 满足 @ ,因而 也 满足 (13.4) ,这 说 明 直 线 四 在 
曲面 (13. 4) 上 . v 王 0 时 情形 也 是 这 样 ， 

因此 由 任意 一 组 不 全 为 零 的 xu 所 决定 的 族 (14.1) 中 的 直线 都 在 曲面 
(13. 4) 上 . 这 就 证 明了 族 (14. 1) 中 的 每 一 条 直线 都 在 曲面 (13. 4) 上 . 

对 于 第 二 步 , 设 Pu(Czoyyoyzo) 是 曲面 (13.4) 上 任 一 点 ,只 要 证 明 存 在 一 组 
不 全 为 零 的 实数 w ,wo ,使 Pu 点 恰 在 族 (14.1) 中 由 zy,w 所 决定 的 那 条 直线 
上 , 即 有 


“(E43)-n (tt) 


To __ Zo 0 a 
z 中 (全 一 全 全 (一 区 
这 就 说 明 适 合 如 上 条 件 的 w ,vw ,必须 同时 满足 
人 
| 
即 @@ 两 式 右 端 的 两 个 值 应 相等 . 
因为 Po (zo ,yo ,zo) 在 曲面 (13.4) 上 ,有 
2 2 
i 
pi。 
qn 全- 信 - 当 ，(- 拓 s 


这 就 说 明 如 果 我 们 取 一 组 w ,vw ,使 之 满足 四 式 ( 这 样 的 uo ,wo 是 存在 的 ,例如 
取 w 二 1 十 孚 ,w 一 逆 十 闻 就 是 一 组 ), 则 它们 必 同 时 满足 回 式 ,因而 也 就 满足 @ 


式 . 这 就 证 明了 由 这 组 ww,w 所 决定 的 族 (14.1) 中 的 直线 通过 点 P,, 即 曲面 
(13. 4) 上 的 每 一 点 都 在 族 (14. 1) 中 的 某 一 条 直线 上 . 
这 样 就 证 明了 直线 族 (14. 1) 是 单 叶 双 曲面 (13. 4) 的 一 个 直 母 线 族 ,也 就 是 
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证 明了 单 叶 双 曲 面 是 直 纹 面 ( 如 图 14-1). fe 

在 上 述 证 明 的 第 二 步 中 ,我 们 可 以 看 到 对 于 曲面 上 的 任 
一 点 Po ,决定 族 (14. 1) 中 通过 Po 的 直线 的 x 和 zw，, 即 满足 
则 和 加 的 w 及 ww ,不仅 是 存在 的 ,而 且 它 们 的 比值 w。: wo 是 
由 Po 点 (通过 田 或 @) 唯 一 决定 的 ,因此 ,我 们 得 到 

对 单 叶 双 曲 面 (13.4) 上 的 每 一 点 , 直 母 线 族 (14. 1) 中 有 
且 仅 有 一 条 直 母 线 通过 该 点 . 

从 单 叶 双 曲面 (13. 4) 所 化 成 的 @ 式 ,我 们 还 可 以 得 到 另 (NA 
一 个 直线 族 : 


(14. 2) 


这 里 w ,v 是 参数 ,不 同时 为 零 . 同样 可 以 证 明 直 线 族 (14.2) 也 是 单 叶 双 曲面 
(13.4) 的 一 个 直 和 母线 族 . 过 曲面 上 每 一 点 , 直 和 母线 族 (14.2) 中 有 且 仅 有 一 条 直 
母线 通过 . 

注意 到 直线 族 (14. 1) 和 (14. 2) 中 的 直线 只 依赖 于 两 个 参数 的 比值 w:v 及 
u”: v ,因此 ,为 了 计算 方便 ,有 时 也 可 只 用 一 个 参数 表示 ,把 (14. 1) 写 成 


(14. 3) 


但 必须 加 上 两 条 直线 (分 别 相 当 于 当 参 数 X->0 和 X->o 时 的 极限 情形 ) 


和 还 一 兰 二 站 
a we a C 
与 (14.4) 
a 卫 三 
+ ; 0 1 十 地 0. 


(14.3) 和 (14. 4) 中 的 两 条 直线 合 起 来 ,我 们 把 它 叫 做 4 族 直 母线 , 即 直 母 线 族 
(14. 1). 同样 


(14. 5) 
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i i 
和 及 
2 一 之 二 
lt 1 一 半 =0 


合 起 来 ,叫做 y 族 直 母 线 , 即 直 母 线 族 (14. 2). 
可 以 证 明 单 叶 双 曲面 的 直 母 线 具 有 下 列 性 质 : 
“1° 蜡 族 二 直 母 线 必 共 面 ; 
2 同族 二 直 和 母线 必 异 面 ; 
3° 同族 的 任意 三 条 直 母 线 , 不 平行 于 同一 个 平面 ; 
4 每 一 条 直 母 线 都 与 腰 椭 圆 相交 . 
例 1 求 单 叶 双 曲面 


” 解 设 所 求 两 条 直 母 线 的 方程 分 别 为 


利和 可 十 过 | 关 si 十 六 


2 .3 
do[ 守 一 从 judi = 

d(C 
A 


(14. 6) 


将 (2, 一 1,3) 分 别 代 入 这 两 个 方程 ,由 第 一 个 求 得 w==0, 由 第 二 个 求 得 w 一 v. 


再 分 别 代 入 所 设 的 两 个 方程 中 ,得 


即 为 所 求 . 
2. 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 
由 (13.7) 式 可 知 , 双 曲 抛物 面 的 方程 为 
Xx? 


2 
2z,(a>0,6>0) 
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仿照 上 述 对 于 单 叶 双 曲 面 的 讨论 ,我 们 同样 得 到 : 
双 曲 抛物 面 (13.7) 有 两 族 直 母线 (如 图 
14-2). 它们 的 方程 分 别 是 


(14.7) 


及 (14. 8) 


同样 ,对 于 双 曲 抛物 面 (13.7) 上任 一 点 , 直 母 线 族 (14.7) 与 (14.8) 中 分 别 各 有 
且 仅 有 一 条 直 母 线 通 过 该 点 ， 

双 曲 抛物 面 的 直 母 线 有 下 列 性 质 : 

1” 异族 二 直 母 线 必 相 交 ; 

2” 同族 二 直 和 母线 必 异 面 ; 

3” 同族 的 所 有 直 母 线 必 平 行 于 同一 个 平面 . 

单 叶 双 曲 面 和 双 曲 抛物 面 的 直 纹 性 ,在 建筑 工程 中 有 很 重要 的 实用 价值 . 
例如 ,要 建造 一 座 旋转 单 叶 双 曲面 形状 的 冷却 塔 ,可 以 用 直 的 钢筋 按照 它 的 两 
族 直 母线 的 位 置 配置 起 来 ,从 而 得 到 该 冷却 塔 的 一 个 骨架 ,这 种 结构 既 很 坚固 ， 
施工 又 很 方便 . 旋转 单 叶 双 曲面 形状 的 冷却 塔 具有 对 流 快 .散热 效能 好 的 优点 . 


习 题 十 四 


1. 试 求 单 叶 双 曲面 开 十 兴 一 外 一 1 上 过 点 (2,3,4) 的 直 母 线 方 各 
2. 在 双 曲 抛物 面 妇 一 光一 2z 上 , 求 平行 于 平面 zx 十 y 十 zx 一 0 的 直 母 线 方 程 . 
3. 对 于 双 则 抛物 面 五 一 5 一 2z, 证 明 

@ 异 族 二 直 母 线 必 相交 

加 同族 二 直 母 线 儿 异 面 ; 

加 同族 所 有 直 母 线 必 平 行 于 同一 个 定 平面 . 


2 


4. 求 过 单 叶 双 曲 面 五 十 总 一 所 一 ] 上 的 点 Cacos 0,bsin 0,0) 的 两 条 直 母 线 
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方程 . 

5. 证 明 单 叶 双 曲面 的 腰 椭 圆 的 任 一 直径 两 端的 异族 二 母线 必 互 相 平行 . 
(提示 :用 第 4 题 结果 ) 

6. 在 双 曲 抛物 面 x :一 yy 二 2z 上 , 求 互 相 垂 直 的 直 母 线 交 点 的 轨迹 . 

7. 求 单 叶 双 曲面 上 互相 垂直 的 直 母 线 交 点 的 轨迹 ,并 证 明 这 个 轨迹 在 一 个 球 
面 上 . 

3z 十 V2y 一 :V2 一 0， 

Z 十 2z 一 2/2=0 

9. 试 写 出 双 曲 抛物 面 z 二 xy 的 两 个 直 母 线 族 的 方程 . 

10. 试 求 直 纹 面 x 一 yy 一 z* 二 0 的 直 母 线 族 方程 . 


11. 求 与 两 直线 工 了 6 一 学 一 2 与 于 一 2 3 一 于 和 相交 , 且 与 平面 2z 十 3y 一 5 


二 0 平行 的 直线 的 轨迹 . 
“12. 求 与 下 列 三 条 直线 
a i 光一 必 WL 这 -本 和 2 


Wy 


8。 二 下 二 上 | 在 单 叶 双 曲面 工 一 世 十 地 一 1 上 . 


we。 
都 相交 的 直线 所 构成 的 曲面 . 
13. 已 知 空间 二 异 面 直线 和 Ls,li 与 2 不 垂直 ,它们 的 距离 为 2c, 夹 角 为 28， 
分 别 过 及 ls 作 两 个 互相 垂直 的 平面 .证 明 交 线 的 轨迹 是 一 个 单 叶 双 曲 
面 .( 取 公 垂 线 为 z 轴 ,其 中 点 为 原点 ,zx 轴 与 二 直线 成 等 角 .) 


$ 15 空间 区 域 简 图 


在 数学 分 析 中 ,常常 会 碰 到 计算 由 几 个 曲面 围 成 的 空间 区 域 的 体积 这 类 问 
题 ,这 就 要 求 我 们 能 想象 出 这 个 空间 区 域 的 大 致 形状 ,并 画 出 它 的 简单 图 形 . 当 
围 成 空间 区 域 的 曲面 是 几 个 平面 和 二 次 曲面 时 ,作出 空间 区 域 简 图 的 关键 是 画 
出 这 几 个 平面 和 二 次 曲面 相互 之 间 的 交 线 ,因此 ,问题 归结 为 如 何 画 出 两 个 曲 
面 (包括 二 次 曲面 和 平面 ) 的 交 线 . 

由 空间 曲线 的 方程 可 以 求 出 它 在 两 个 坐标 面 上 的 射影 柱 面 的 方程 ,将 这 两 
个 射影 柱 面 的 方程 联 立 ,也 是 该 曲线 的 方程 .因此 , 画 出 这 两 个 射影 柱 面 的 交 线 
就 是 这 条 空间 曲线 . 这 样 ,空间 曲线 的 画 法 ,就 转化 成 两 个 母线 互相 垂直 的 柱 面 
的 交 线 的 画 法 . 
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例 1 试 作 二 柱 面 之 十 光一 2z 一 0 与 x 十 
z 一 4 二 0 的 相交 曲线 . 

解 画图 步骤 如 下 : 

1 画 出 各 柱 面 在 其 母线 所 垂直 的 坐标 面 上 
的 截 线 ci ,cs; (如 图 15-1) ,它们 分 别 是 zy 面 和 
xz 面 上 的 圆 . 

2" 在 与 两 个 柱 面 的 母线 方向 皆 不 平行 的 第 
三 不 轴 ( 即 元 轴 ) 上 取 一 点 天 ,过 天 作 垂直 于 
轴 的 平面 zx 一 开 ,与 上 述 二 截 线 交 于 A,B,C,D. 
具体 画 法 是 :过 天 作 y 轴 的 平行 线 交 圆 c, 于 A， 
B; 过 K 作 z 轴 的 平行 线 交 圆 c, 于 C,D np 

3*" 过 四 :BsCy 如 起 
作 各 自 柱 面 上 的 母线 (它们 都 在 平面 x 二 KK 上), 它 们 
的 交点 EE,F,G,H 就 是 二 柱 面 交 线 上 的 点 . 

4 在 xz 轴 上 取 若 干 不 同 的 点 KK1,K;,… 就 可 得 到 
二 柱 面 交 线 上 充分 多 的 点 ,把 它们 连接 起 来 ,就 是 二 柱 


面 的 交 线 . 
5” 如 果 再 画 上 两 个 柱 面 ,就 得 到 二 柱 面 的 相交 图 
图 15-2 《如 图 15-2)， 到 


例 2 夯 出 xz 十 y’ 二 a? 与 yy 十 xz 二 a? 在 第 一 卦 限 内 的 交 线 图 . 

解 ” 依 上 法 ， 

1 作出 二 柱 面 在 zy 面 和 yz 面 上 的 截 线 ci， 
cz (如 图 15-3)， 

2 在 y 轴 上 取 点 P, 过 P 作 xz 轴 的 平行 线 交 
c 于 Q, 过 己 作 z 轴 的 平行 线 交 c* 于 RR. 

3” 过 Q,R 作 各 自 的 母线 ,相交 于 S$,S 即 为 
二 柱 面 交 线 上 的 点 . 

4" 在 y 轴 上 取 若干 点 Pi,Ps,… 即 可 得 所 求 
交 线 上 的 很 多 点 ,把 它们 连接 起 来 即 得 所 求 
交 线 . 

5" 再 画 上 两 个 柱 面 就 是 得 到 交 线 图 . 

例 3 曲面 3(x’ 十 y') 二 16z 和 z= 二 V25 一 zx’ 一 y 围 成 一 个 区 域 , 试 作出 它 
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的 简 图 . 

解 “方程 3( 妇 十 多 ) 一 16z 表示 一 个 以 x 轴 为 旋转 轴 的 旋转 抛物 面 , 顶点 
在 原点 ,开口 向 上 . 

方程 z= 二 V25 一 x 一 y 表示 上 半球 面 , 球 心 在 原点 ,半径 为 5, 开口 向 下 .这 
两 个 曲面 都 不 是 柱 面 ,要 作 它 们 的 交 线 , 先 要 求 出 该 曲线 在 两 个 坐标 面 上 的 射 
影 柱 面 ,然后 再 作 二 射影 柱 面 的 交 线 . 为 此 ,我 们 先 将 交 线 的 方程 

3(z2z 十 多 ) 一 16z， 

1 六 

变形 ,消去 xz’ 十 y* ,得 到 
3(25—z’)=16z, 


即 (z 一 3)(3z 十 25) 王 0. 

因为 z= 宇 0, 所 以 z= 二 3. 因此 交 线 的 方程 可 以 写成 
2 一 3 
好 十 闪 三 16. 


这 是 一 个 圆 ,在 平面 z= 二 3 上 ,圆心 在 (0,0,3) ,半径 为 
4. 把 圆 画 好 后 ,再 加 上 由 它 割 下 来 的 一 块 球面 及 一 块 
站 抛物 面 就 是 所 求 的 空间 区 域 了 (如 图 15-4). 口 

两 个 曲面 方程 联 立 起 来 ,表示 它们 的 交 线 ,而 几 个 不 等 式 联 立 起 来 , 则 表示 
由 相应 的 曲面 所 围 成 的 空间 区 域 . 

例 4 一 个 二 次 曲面 F(xz,y,z) 二 0 和 一 个 平面 一 样 通常 把 空间 分 成 三 部 
分 ,这 三 部 分 分 别 用 F(Cz,y,z) 二 0,FCz,y,z) 王 0 及 F(x,y,z) 二 0 来 表示 . 因为 
在 曲面 同一 侧 的 点 ,满足 相同 的 不 等 式 , 因 此 要 判断 某 一 侧 用 哪个 不 等 号 表示 ， 
只 要 在 该 侧 取 一 个 特殊 点 (通常 取 原 点 或 坐标 轴 上 的 点 ) 将 其 坐标 代入 F(x,y， 
z) 看 它 是 大 于 还 是 小 于 零 就 完全 决定 了 . 

例 3 中 的 两 个 曲面 3(x 十 六) 一 16z 二 0 和 xz 一 V25 一 避 一 yy 二 0 所 围 成 的 区 域 ， 
如 图 15-4 所 示 . 在 其 中 取 点 (0,0,1) ,代入 第 一 个 方程 左 端 得 一 16 二 0, 第 二 个 
得 一 4 和 0, 所 以 该 区 域 用 不 等 式 组 
Mle SE 


ge— Vy 25— 2 —a 0 


表示 . 
例 5 作出 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 的 区 域 的 简 图 . 
x0; y>0, z=>0, z+ySEl; el; 
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解 x 宇 0, y 宇 0,z 宇 0 表示 图 形 在 第 一 卦 限 ， 
Zz 十 y 过 1 表示 该 区 域 在 平面 x 十 y 二 1 的 包含 原点 
的 一 侧 , 而 xz* 十 y 二 1 表示 圆柱 面 2 十 y 二 1 的 
内 部 . 

圆柱 面 和 平面 x 二 0,y 二 0 及 x 十 y 三 1 的 交 线 
分 别 是 圆 直线 和 椭圆 .平面 x 十 y= 二 1 和 y= 二 0 及 xz 
二 0 的 交 线 都 是 直线 . 把 五 条 交 线 画 出 来 ,所 围 第 一 
卦 限 的 部 分 就 是 所 求 ( 如 图 15-5). 癌 

例 6 画 出 由 不 等 式 组 zx 之 0,y 之 0,z 之 0,z 十 谤 蕊 
y<1 和 zx 十 y’ 一 z 宇 0 所 表示 的 区 域 简 图 ， 

解 zx 宇 0,y 宇 0,z 宇 0 表示 该 区 域 在 第 一 卦 限 ; 
Zz 十 y 二 1 表示 该 区 域 在 平面 z+ 十 y= 二 1 的 包含 原点 
的 一 侧 ;z* 十 一 z 宇 0 表示 该 区 域 在 椭圆 抛物 面 
2 十 光一 的 下 方 . 

把 椭圆 抛物 面 x 十 y 二 x 与 三 个 平面 x 二 0， 
y 王 0, 及 z 十 y 二 1 的 交 线 画 出 , 围 在 第 一 卦 限 内 的 
部 分 就 是 所 求 空间 区 域 的 简 图 (如 图 15-6). 口 

图 15-6 下 面 再 介绍 平面 和 柱 面 的 交 线 的 一 个 画 法 . 

例 7 夯 出 平面 xz 十 y 十 z= 二 a(a 之 0) 与 圆柱 面 x* 十 y= 二 7? 在 第 一 卦 限 内 的 
交 线 . 

解 ” 先 画 出 已 知 平面 和 圆柱 面 与 
zy 面 的 交 线 GH 及 PQ( 如 图 15-7). 
已 知 平面 和 圆柱 面 与 zx 面 的 交 线 SG 
与 MP, 且 SG 与 MP 交 于 M, 于 是 M 
是 所 求 交 线 上 的 点 ,已 知 平面 和 圆柱 面 
交 yz 面 于 SH 和 NNQ, 且 SH 与 NQ 交 
于 N, 于 是 N 是 所 求 交 线 上 的 点 . 

然后 在 GH 上 任 取 一 点 Bi ,连接 
O 和 Bi 交 PQ 于 Ai, 过 Al 作 AiCi// zx 
轴 交 SB 于 Ci;, 则 Ci 即 为 所 求 交 线 上 
的 点 . 

按 上 述 方法 在 GH 上 取 一 系列 的 
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点 Bo,B;,，… 即 可 求 出 交 线 上 的 一 系列 点 Cs,，C;，… 把 它们 依次 光滑 连接 起 来 ， 


即 得 所 求 交 线 . 加 
习 题 十 瑟 
1. 作出 下 列 曲 面 的 图 形 : 
2 多 i 
@ 工 十 二 下 一 1 


2. 作出 下 列 二 曲面 的 交 线 : 
@ x 二 二 9 和 六 十 x* 二 9( 限 制 在 第 一 卦 限 ); 
四 z++4y=0 和 x! 十 z= 二 4z; E 
@ zx=2z 和 z=y: 十 z?; 2 
@ z 十 y 十 z 王 2 和 x 二 y( 限 制 在 第 一 卦 限 ). 
3. 指明 下 列 不 等 式 的 儿 何 意义 : 
OD 市 0 
网 形 十 4 光一 3< 坟 0 
@ fy —1<0; 
@ 对 十 到 十 到 一 2xz 委 0. 
4. 试用 不 等 式 组 表达 由 下 列 平面 或 曲面 所 围 成 的 空间 区 域 ,并 作 简 图 : 
@ z+y:=16,z=z+4,z=0; 
加 好 十 多 一 2z y=4r,2=0; 
图 zty z=4,7x 二 yz =47; 
图 zy —4z=0,7x 二 Ty 二 Tz =12; 
© z=zx’ 二 Ty: ,z=2(zx’ 二 Ty’); 
© ry =z ,zy =4r,z=0; 
D y=z,y: =z,z=2,zx=2. 
如 果 能 围 成 几 个 空间 区 域 时 ,请 分 别 注 明 . 
5. 指明 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 的 空间 区 域 ,并 作出 简 图 : 
@ 0<zSV8—zr—y, 0KySV4 一 Tz ,0 二 x2;( 单 位 长 1 cm) 
人 2 一 Ry 单位 发 1 em) 
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在 给 定 的 坐标 系 中 ,一 个 图 形 的 方程 往往 比较 复杂 ,这 时 需要 选取 适当 的 
坐标 系 使 图 形 的 方程 简化 . 为 此 我 们 要 研究 两 个 坐标 系 之 间 的 关系 . 


$ 16 ” 正 交 千 阵 ”和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 ”相似 扯 阵 


本 节 的 目的 是 为 后 续 的 讨论 作 一 点 代数 上 的 准备 工作 ,在 此 我 们 将 讨论 ? 
阶 方 阵 的 一 些 性 质 . 事实 上 本 教材 只 需要 2 阶 和 3 阶 和 矩阵 ,为 了 便于 理解 ,读者 
可 以 把 本 节 中 的 n 理解 为 2 和 3, 但 本 节 所 有 的 结论 对 一 般 的 都 成 立 . 以 下 提 
到 的 矩阵 若 无 特 别 说 明 ,都 是 指 实 和 矩阵 . 


1. 正 交 和 矩阵 


定义 16.1 设 4 是 一 个 羡 X7 和 矩阵 ,如 果 4 .4T7 一 1, 即 47 一 4-1, 则 称 人 
是 n 阶 正 交 和 矩阵 ,这 里 47 表示 A 的 转 置 矩阵 , 工 表示 7? 阶 单位 矩阵 ,A 表示 A 
的 逆 和 矩阵 . 


定理 16.1 4=-(oy ) 是 正 交 和 矩阵 , 当 上 且 仅 当 对 所 有 的 1<iyj<n， > Vasaj 一 


1 
人 ,此 处 65 二 0 

证 由 和 矩阵 的 乘法 和 正 交 和 矩阵 的 定义 即 可 . 

注 “对 于 "=3, 如 果 把 正 交 和 矩阵 的 每 一 行 看 成 空间 某 个 直角 坐标 系 下 一 个 
向 量 的 坐标 , 则 以 上 定理 相当 于 说 ,4 是 正 交 矩阵 当 且 仅 当 4 的 三 个 行 向 量 是 
两 两 正 交 的 单位 向 量 , 也 就 是 它们 构成 空间 的 一 组 正 交 标 架 . 


例 1 A 一 (“、” ，”” ] 是 2 阶 正 交 矩阵 
一 SinO cos0 


在 空间 的 某 个 直角 坐标 系 中 ,把 向 量 ae=(aiyez'as) 看 成 行 矩阵 , 则 向 量 内 
积 a"z 可 以 写成 矩阵 乘积 ap. 设 4 是 3 阶 正 交 扼 阵 , 在 空间 的 某 个 直角 坐标 
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系 中 ,4a 二 (Qi1,az ya3),b 二 (bi1 ,bs ,6b;), 则 向 量 内 积 (a4)*，(bA)= 二 (a4)(bA) 一 
aAA'b' 二 ab" 二 a。b. 这 说 明 与 正 交 矩阵 作 乘 积 不 改变 向 量 内 积 . 

由 定义 16. 1 容易 验证 正 交 和 气 阵 有 以 下 性 质 : 

定理 16.2 (1) 单 位 矩阵 是 正 交 和 矩阵 ; 

(2) 两 个 正 交 和 矩阵 的 乘积 是 正 交 和 矩阵 ; 

(3) 正 交 抢 阵 的 逆 矩 阵 是 正 交 和 抢 阵 ; 

(4) 若 4 是 正 交 和 矩阵 , 则 |A|= 士 1. 


2. 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


定义 16.2 设 A 是 一 个 n 阶 方 阵 , n 阶 多 项 式 f (4) 二 1 一 A| 称 为 4 的 特 
征 多 项 式 , 特 征 多 项 式 的 零点 (有 可 能 是 复数 ) 称 为 4 的 特征 值 . 
coSs 0 sin 0 
本 和 汪汪 Now 0 cos 0) 的 特征 值 


A—cos0 —sin0 


解 一 4 一 det[ )=** —22eos g++1=0， 


Sin 0 和 人 一 cos 0 


A 二 cos 0 士 isin0 或 1 一 ea 器 

定理 16.3 和 抢 阵 4 是 可 道 和 矩阵 当 且 仅 当 0 不 是 A 的 特征 值 . 

证 明 留 作 习 题 . 

定义 16.3 设 A 是 一 个 n 阶 方 阵 , A 是 4 的 特征 值 ,车 有 1Xn 的 非 零 行 矩 
阵 x( 这 里 x* 有 可 能 是 复 和 矩阵) 满足 x4 二 Xx , 则 称 x 是 矩阵 4 的 属于 特征 值 的 
特征 向 量 ,简称 x 是 4 的 特征 向 量 . 如 果 Y 是 实 矩 阵 , 则 称 为 实 特 征 向 量 . 

注 ”由 定义 ,特征 值 4 的 特征 向 量 x 是 齐 次 方程 组 x(AI 一 A) 二 0 的 非 零 
解 , 由 于 | 一 4| 王 0, 由 线性 方程 组 解 的 克 莱 姆 法 则 知 ,特征 向 量 x 一定 存在 . 
反之 , 若 有 非 零 行 矩阵 x, 满 足 对 某 个 ,有 x*4 一 Mr , 即 齐 次 方程 组 x(21 一 A) 二 0 
有 非 零 解 ,根据 克 莱 姆 法 则 , | MT 一 4| 王 0. 所 以 1 一 定 是 4 的 特征 值 . 从 而 我 们 
有 以 下 等 价 定义 : 

定义 16.4 设 A 是 一 个 n 阶 方 阵 , 若 对 某 个 4, 有 1Xn 的 非 零 行 矩 阵 x( 这 
里 x 有 可 能 是 复 矩 阵 ) 满 足 x4 二 Xx, 则 称 X 是 A 的 一 个 特征 值 , x 是 矩阵 4 的 
属于 4 的 特征 向 量 . 


例 3 ip yg) 的 特征 向 量 . 
解 设 x=(z,y) 是 属于 4 二 e** 的 特征 向 量 , 则 x4 二 Xx. 如 果 sin 9 二 0, 则 


cos0 sing 
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任何 x 都 是 以 上 方程 的 解 , 此 时 任何 非 零 向 量 都 是 特征 向 量 ; 如 果 sin 0 天 0, 则 
解 得 y= 二 干 这, 也 就 是 x 二 (1, 干 DD)k,kER 一 {0} 是 e** 的 特征 向 量 . 图 

定理 16.4 设 A 是 nn 阶 方 阵 A 的 特征 值 ,x,y 是) 的 特征 向 量 , 若 息 十 六 天 0， 
则 kx 十 示 也 是 4 的 特征 向 量 ,这 里 有 ,ER. 

作为 练习 请 读者 自己 给 出 证 明 . 

车 限制 z 王 3, 以 上 定理 说 明 4 的 特征 向 量 全 体 ( 加 上 零 向 量 ) 或 者 是 空间 中 
的 一 条 直线 ,或 是 一 个 平面 ,或 是 空间 本 身 . 


2 .0 ;3 
例 4 求 4=|0 2 1 | 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
0 


解 由 | 一 A|==0 可 以 解 出 特征 值 必 三 一 1, 一 Ms 一 2. 设 (zyyz) 是 为 
的 特征 向 量 , 则 (x,y,zx)A4 二 A(x,y,z), 这 个 方程 组 等 价 于 x 二 y= 二 0, 由 定理 
16.4, A1 的 所 有 特征 向 量 是 (0,0,1),kER 一 {10}, 

Xz 三 A 三 2 的 特征 向 量 满足 (x,y,z)A= 二 2(x,y,z), 它 等 价 于 3z 十 y 一 3z= 
0. 也 就 是 说 ,对 应 于 特征 值 2 的 特征 向 量 ( 添 加 上 零 向 量 后 ) 组 成 空间 中 的 一 个 
过 原点 的 平面 . 通常 我 们 在 这 个 平面 上 取 两 个 不 共 线 的 向 量 , 把 该 平面 上 的 其 
他 向 量 用 这 两 个 向 量 的 线性 组 合 表示 出 来 . 例如 ,可 以 取 >= 王 0,z 王 < 一 1, 即 
(zy1z) 二 (1,0,1), 和 X==0,y 二 3,z 二 1, 即 (xz,y,z) 二 (0,3,1) 两 个 向 量 , 则 4;， 
h3 的 所 有 特征 向 量 可 以 表示 成 (1,0,1) 十 1(0,3,1),k,LER 并 且 &,l 不 同时 
为 0. 口 


3. 相似 矩阵 


定义 16.5 设 A,B 是 两 个 n 阶 方 阵 , 若 有 可 逆 抢 阵 T( 这 里 工 可 以 是 复 拢 
阵 ) 满 足 T4AT 一 = 下, 则 称 矩 阵 4,B 相似 . 若 工 是 实 和 矩阵 , 则 称 4 ,也 实 相 似 . 

定理 16.5 (1) 在 全 体 n 阶 方 阵 的 集合 上 ,相似 是 一 个 等 价 关 系 ; 

(2) 若 矩阵 A,B 相似 , 则 A,B 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 值 . 

证 明 留 作 习 题 . 

由 于 相似 是 一 个 等 价 关系 ,自然 可 以 考虑 在 这 种 等 价 关 系 之 下 的 分 类 问 
题 . 这 就 导致 了 若 当 (Jordan) 标 准 型 理论 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参考 任何 一 本 高 
等 代数 教材 . 

下 面 我 们 考察 实 对 称 矩 阵 . 

定理 16.6 任何 nn 阶 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 是 实数 . 从 而 特征 向 量 也 是 
实 的 . 
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证 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 即 47 王 4, 4 是 一 个 特征 值 ,x 是 4 的 一 个 特征 向 
量 . 故 有 xA 二 Xx ,两 边 取 共 斩 有 码 王 MY ,从 而 xAx = 二 Axx'. 另 一 方面 ,两 边 取 
转 置 有 Ax7 二 Ax, 从 而 xAx 二 Axx'. 故 Axx7 二 AxXx7, 故 A 二 4. 口 

定理 16.7 任何 n 阶 对 称 矩 阵 正 交 相 似 于 一 个 对 角形 矩阵 , 即 存 在 实 正 交 
矩阵 T, 使 得 TAT ' 是 对 角形 矩阵. 

我 们 略 去 本 定理 的 证 明 , 读 者 可 以 在 任何 一 本 高 等 代数 教材 上 找到 . 

下 面 我 们 讨论 正 交 和 矩阵 了 的 求法 ,以 后 在 二 次 曲面 ( 线 ) 方 程 的 化 简 中 可 以 
看 到 ,这 对 应 于 寻找 一 个 直角 坐标 变换 使 得 二 次 曲面 ( 线 ) 的 方程 具有 标准 
形式 . 

在 此 重新 申明 ,由 于 本 书 只 涉及 "一 2,3 的 情形 ,因此 我 们 只 考虑 2 一 3 的 
情况 ,但 是 这 一 节 所 有 的 讨论 都 可 以 类 似 推 广 至 一 般 的 7”. 

在 以 下 的 讨论 中 我 们 经 常 把 矩阵 的 行 看 成 空间 某 个 固定 直角 坐标 系 中 的 
向 量 坐标 ,因此 和 抢 阵 的 行 可 以 视 为 空间 向 量 . 

由 定理 16.7, 我 们 知道 存在 正 交 和 矩阵 T, 使 得 TAT :一 B, 其 中 一 
"0 0 
0 4。 0 | 是 对 角形 和 矩阵 . 
0 穴 如 

记 T 了 的 三 行 分 别 为 fi ,tz,ts, 则 TAT 一 了 全 TA==BT 晤 tA=Nt;(i 二 1,2， 
3), 即 点 是 4 的 属于 4; 的 特征 向 量 .注意 了 是 正 交 和 抑 阵 ,因此 所 ,ts 还 应 该 是 
两 两 正 交 的 单位 向 量 . 这 给 出 了 一 种 计算 工 的 方法 ， 


-| 
例 5 设 A=( ) 小. 求 正 交 和 矩阵 了 ,使 得 TAT”! 是 对 角 阵 . 


解 ” 先 求 A 的 特征 值 . 由 |XI 一 A| 二 0 解 得 和 一 1, 2 一 3. 
再 求 ,hs 的 特征 向 量 . 解 方 程 组 (x,y)A 二 (x,y) ,得 的 所 有 特征 向 量 


是 
(zy)=k(1,—1),kER!—1{0}. 
类 似 地 可 以 求 出 A 的 所 有 特征 向 量 是 
(x,y)=k(1,1),kER'— {0}. 
注意 AM; 和 4 对 应 的 特征 向 量 已 经 是 正 交 的 ,我 们 只 要 再 找 它们 的 单位 特征 向 


量 即 可 . 取 4 == [ 读 一 = (元 ' 亏 ) 风 
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1 
ti WZ 2 ee 
“| js 1 1 " 油 是 TAT ( s) 口 
V2 v2 
0 1 1 
例 6 设 4=|1 0 . 求 正 交 和 矩阵 T, 使 得 TAT :是 对 角 阵 . 
1 —1 0 


解 ”首先 求 得 4 的 特征 值 是 X41 二 4 二 1,%s 二 2. 

再 求 ,Xs 的 特征 向 量 . 解 方程 组 (z,y,z)4 王 MiCzyy,z), 得 工 二 y 十 zx, 故 
Xshz 的 所 有 特征 向 量 是 

(zyyyz) 一 (1,1,0) 十 (1,0,1),R ERI 一 (0). 
类 似 地 可 以 求 出 is 的 所 有 特征 向 量 是 
(zy 2 一 有 一 1;1,1) ,ERI 一 (0)， 

注意 ,Nh 的 特征 向 量 和 as 对 应 的 特征 向 量 已 经 是 正 交 的 ,我 们 只 要 取 ,A 
的 两 个 单位 正 交 的 特征 向 量 以 及 )s 的 一 个 单位 特征 向 量 即 可 . 取 让 为 (1,1,0) 


的 单位 化 ( 启 * 志 ,0】,。 应 为 形 如 AKC1,1,0) 十 XC1,0,1) 的 单位 特征 向 量 ,并 且 
使 它 与 4 垂直 ,得 到 2k 十 /二 0, 也 就 是 t; 为 形 如 有 (一 1,1, 一 2) 的 单位 特征 向 


WW 到 出 
量 , 可 取 所 三 (过 ,元 村 ) 赤 6= 人 则 
和 9 ， 各 
T= |- 高 斋 ,满足 T4T-I= 王 |I0 1 0 | 属 | 
fs | 1 1 0 
V3 丽人 厅 


在 本 例 中 ,可 以 清楚 的 看 到 正 交 矩 阵 工 的 取 法 有 很 多 ,例如 所 ,可 以 取 为 
由 向 量 (1,1,0) 和 (1,0,1) 张 成 的 平面 中 任意 两 个 单位 正 交 问 量 ,ts 也 可 以 与 前 
面 的 取 法 相差 一 个 负 号 . 在 前 面 两 个 例子 中 我 们 看 到 ,属于 不 同 特征 值 的 特征 
向 量 自 动 是 正 交 的 ,这 个 事实 对 实 对 称 矩 阵 的 情况 都 成 立 ( 证 明 留 作 习 题 ). 
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习题 十 六 
1. 证 明定 理 16. 2. 
2. 证 明定 理 16. 3. 
3. 证 明定 理 16. 5. 
4. 证 明 实 对 称 和 矩阵 的 属于 不 同 特 征 值 的 特征 向 量 是 垂直 的 . 
5. 求 以 下 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 
季 | 2 3 
ol ss ol 3 )， ol(, 让 
3 —2 2 一 3 poe 
0( 5 el_， py :| 
0 2 
Gs 而 | 
人 |- 了 6 281 TT 
= 进 = = =9 
6. 求 正 交 和 矩阵 T 了 ,使 得 以 下 对 称 和 矩阵 正 交 相 似 于 对 角形 人 算 阵 : 
$1 入 4 4 
oO(_， 6 )， ol(_， 2 L ol(, 由 
l = 3 人 写 - 0 3 2 2 
@|I—1 1 -2|; @lo0o 5 一 /2|; oe so 
= 男人 二 站 站 
$ 17 坐标 变换 
1. 平面 坐标 变换 


假设 平面 中 有 两 个 仿 射 坐标 系 了 {0O;ei,e;} 和 {0 ;ei,e). 点 了 在 坐标 系 
I 中 的 坐标 是 (zx,y) ,在 卫 中 的 坐标 是 (x’,y), 即 O=zxei 十 yes,O 户 ==x'e' 十 
yez. 我 们 来 考察 (x,y) 和 (zx ,y ) 的 关系 . 

设 O' 在 I 中 的 坐标 是 (zo ,yo), 向 量 ei,@ 在 I 中 的 坐标 分 别 是 (an ,a1s) 和 
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(az1 yaiz )， 即 
O00 = ze 二 yoes 6 =aune are se = Qe ava es. 
由 向 量 运算 的 三 角形 法 
OB=00+0OF, 

故 ZXe1 十 yes 二 To@1 十 Yves 十 XxX'E1 十 ye 

=z06 十 Yoes 十 x (aunel 二 are)+y (ane Tae) 

=(anzw tany Taw) et (awz tay ye. 
从 而 


(L177 1» 


X=anx 二 any 二 zo » 
y=aiax 十 azsy 十 yo. 


Ull Qi2 


记 4=| | "以 上 公式 写成 从 了 的 形式 就 是 


21 QQ22 
(zyy)= (x 9y Aros yo). 
以 上 公式 称 为 平面 仿 射 坐 标 系 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 ,简称 坐标 变换 
公式 .和 矩阵 A 称 为 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵， 
下 面 考察 一 个 向 量 在 不 同 坐 标 系 下 的 坐标 变化 规律 . 设 向 量 a 在 工 中 的 坐 
标 是 (zy) ,在 [中 的 坐标 是 (x ,yy)， 即 a= xei 十 yesz 一 Zef ty ei. 把 el 一 aiei 让 
aizezyei! 一 diel 十 azzes 带 人 上 式 , 即 得 
Z 一 QZ 十 caty ， 
(CLT. 
y=awzxw 十 azzy 。 
写成 矩阵 形式 是 
(zsy)= (x ,y A. 
公式 (17. 2) 称 为 平面 仿 射 坐标 系 工 到 开 的 向 量 的 坐标 变换 公式 . 
由 于 % 和 ee?* 不 平行 ,因此 (aa ,ars) 关 klas ,azz) ,RER. 这 等 价 于 矩阵 4 是 可 
逆 和 矩阵 . 因此 我 们 有 
定理 17.1 平面 仿 射 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 的 过 渡 矩 阵 是 可 逆 和 珑 阵 . 
如 果 坐 标 系 工 和 都 是 直角 坐标 系 , 那 么 e: *， ej 二 ef， ej 一 2 一 1,2. 把 


3 
Be 十 aizes ji 十 azz ez 带 入 上 式 , 即 得 Sjan wn = 0; ;797 5 一 hi. 


这 等 价 于 矩阵 4 是 正 交 和 矩阵. 特别 地 ,如 果 工 和 都 是 右手 直角 坐标 系 ,那么 把 
它们 看 成 某 个 空间 直角 坐标 系 的 zy 坐标 平面 ,并 且 e 和 e; 分 别 对 应 于 之 轴 和 
y 轴 , 则 在 这 个 坐标 系 下 ,ea =(1,0,.0) 6 (0, 1350)58 ah 碟 0 有 二 
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(anrdwi0). 由 于 本 又 三 一 又 画 一 000 1 得 到 aunasw 一 Qiztr = 二 1: 因 此 我 
们 有 
定理 17.2 平面 直角 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 的 过 渡 矩 阵 是 正 交 和 抢 阵 . 更 进 
一 步 , 如 果 两 个 坐标 系 都 是 右手 系 的 , 则 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 的 行列 式 为 1. 
| 下 面 我 们 进一步 讨论 右手 直角 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 . 几何 上 看 ,这 样 的 
坐标 变换 可 以 分 成 两 部 分 :坐标 轴 平 移 和 坐标 轴 旋 转 . 见 图 17-1 和 图 17-2. 
平移 变换 是 将 两 个 坐标 轴 平 行 移 动 , 使 坐标 原点 从 O 移 到 O" (zo ,yo) ,得 到 
新 坐标 系 O xz“ y (如 图 17-1). 设 一 点 卫 在 旧 系 中 的 坐标 (简称 旧 坐 标 ) 为 
(zx,y) ,在 新 系 中 的 坐标 (简称 新 坐标 ) 为 (x',y ) ,这 个 平移 变换 的 代数 表示 为 
‘Sw 


, (17. 3) 
y= 十 如。 


图 17-1 图 17-2 
旋转 变换 是 保持 原点 不 动 ,坐标 轴 绕 原点 旋转 9 角 ( 道 时针 方 向 为 正 ) ,得 
到 新 坐标 系 Ox y (如 图 17-2). 设 任 一 点 也 的 旧 坐 标 为 (z,y), 新 坐标 为 
(zy ). 若 设 己 点 在 新 系 王 的 极 坐标 为 PCr,p), 则 有 
并 一 rcos Pi y 一 rsin 9p， 
并 一 rcoOs(Cp 十 0) 一 rcos 9 cos 0 一 rsin 9 sin 0， 
y=rsin(g+0)=rcos 9 sin 0 十 rsin p cos 0， 
于 是 得 到 旋转 角 为 9 的 旋转 变换 的 代数 表示 为 
Pe 0 一 ysin 0， 
(17. 4) 
y=x'sin 0 十 y cos 0. 
任意 两 个 直角 坐标 系 Oxy 及 Ox'y', 已 知 0' 在 Oxy 中 的 坐标 为 (zy,yo),z 轴 
到 zz' 轴 的 旋转 角 为 8, 求 这 两 个 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 公式 . 
一 作 一 个 辅助 坐标 系 Oz y ,使 z 轴 平行 于 xz 轴 , 如 图 17-3. 由 (17. 3) 有 
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下 @ 
y=y 二 yo, 
由 (17.4) 有 
X=x cos 0—y sin 0， 
i 7 » / ©@ 
y=x sin 0 十 y cos 0. 
将 @ 代 入 四 得 
X=x cos 0 一 ysin 0 十 zo， 
(17. 5) 
y=x sin 0 十 y cos 0 十 y. 


这 就 是 一 般 坐 标 变换 公式 . 
例 1 将 坐标 轴 旋 转子 , 求 曲 线 Zy 一 1] 在 新 坐标 系 中 的 方程 . 
解 9 王子 时 ,旋转 变换 公式 (17. 4) 为 


代入 zy 二 1, 得 到 
ed 口 


例 2 在 平面 上 , 设 坐标 系 [[ 的 x' 轴 y 轴 在 坐标 系 I 中 的 方程 是 3z 一 4y 十 
5 二 0,4x 十 3y 一 10 二 0, 并 且 工 和 了 都 是 右手 直角 坐标 系 . 求 : 
(1) 工 到 开 的 坐标 变换 公式 ; 
(2) 直 线 2x 十 y=0 在 开 中 的 方程 ; 
(3) 直 线 2x 十 y ==0 在 工 中 的 方程 . 
人 2 oe 3x—4y 二 5=0，, 
解 设 I{0O0;ei,es}, 了 {0';el,ez).0O' 的 坐标 为 ee 


Z 一 1， 
和 z' 轴 yy 轴 的 方向 向 量 分 别 为 土 (4,3) 和 土 ( 一 3,4). 于 是 ef 在 工 中 的 坐标 
可 以 取 为 士 (各 ,号 ) ,el 的 坐标 可 以 取 为 土 ( 一 二 ,村 ). 考虑 到 都 是 右手 系 , 故 华 

4 


标 变换 的 过 渡 矩 阵 的 行列 式 为 1, 故 4= 士 | “ 


.所 以 工 到 开 的 坐标 变换 


a lw 
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公式 为 (zy) 二 (x ,yy 7)4 十 (1,2). 
直线 2z 十 y= 王 0 在 开 中 的 方程 为 
2( 人 二 y+1) 十 (r+$y +2)=0, 
即 11z' 一 2y 十 20 一 0， 
[到 工 的 坐标 变换 公式 为 
(x sy =ryy)— (1,2) A !=(z—1y—2)AT. 
故 直 线 2z“ 十 y 王 0 在 工 中 的 方程 是 


引言 (z 一 1 十 二 ( 一 区 | 二 | 一 二 Ce 一 芒 二 导 人 一 区 ]=0， 


即 立 十 2y 一 5 一 0. 

例 3 在 右手 直角 坐标 系 工 中 , 设 抛 物 线 的 对 称 轴 是 x 一 y 一 2 二 0, 顶 点 是 
(4,2) ,焦点 是 (2,0) , 求 其 方程 

解 ” 作 右 手 系 直角 坐标 变换 ,使 得 新 坐标 系 开 的 原点 在 (4,2),z' 轴 与 


z 一 y 一 2 一 0 重合 . 故 zx 轴 的 方向 向 量 为 (1,1), 取 下 的 基 向 量 为 e/ 一 ( 受 史 )， 


cf 一 (一 将 , 安 ), 从 而 工 到 下 的 坐标 变换 公式 是 


,| 
V2 2 
€ )= (x ,y’) : : 2) 
TV AT 7/ 
V2 2 
2 
在 开 中 焦点 坐标 (z“ ,y ) 满 足 
Vy2 V2 
寺 ” 2 2 
(2,0)= (x yy ) (452), 
_Y2 2 
2 2 
解 得 (&' sy (2 /20 


所 以 在 正中 抛物 线 的 标准 方程 是 


y=—2px =—8V2. 
利用 坐标 变换 公式 可 以 计算 出 在 工 中 抛物 线 的 方程 是 
Tz 一 2zy 十 沈 丰 12%w 十 20y 一 92==0. 口 
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2. 空间 坐标 变换 


现在 考虑 空间 中 两 个 仿 射 坐标 系 工 (Oretyez,es} 和 工 {0O';ei sel ,es ) 之 间 
的 坐标 变换 . 设 点 已 在 坐标 系 工 中 的 坐标 是 (z,yyz) ,在 工 中 的 坐标 是 (z' ,y ， 
z'), 即 G 方 二 ze, 十 ye 十 zey,G 方 二 ze 十 ye 十 zey.O' 在 工 中 的 坐标 是 Czo， 
yovzo), 向 量 el ,ez ,et 在 工 中 的 坐标 分 别 是 (aa ,aiz yais)， (as yaz as) 和 (Casi， 
aaz ,a3s)， 即 
O00 = zoe 十 yo6z 十 Zo6s 
e! =Aiie?T a ea es , 
ex =Qa161 二 azaes a2s 03， 
es =aaei 十 aazez Tass es. 
完全 类 似 于 平面 坐标 变换 的 情形 ,可 以 计算 出 
X=anzx Tayy 二 asiz 十 zo， 
[ens tony ten ty (C17. 6 
Zz 二 Ql3X 十 Qazay 十 a3sz 十 zzo. 
dl Qi2 Qi13 


,以 上 公式 写成 矩阵 的 形式 就 是 


Q21 U2z2  Q23 


Gaal CQ 
(zy2) 一 (zy ez 4 十 (zoyyoyzo)， 

这 个 公式 称 为 空间 仿 射 坐 标 系 工 到 开 的 点 的 坐标 变换 公式 ,简称 坐标 变换 
公式 .和 矩阵 4 称 为 坐标 系 工 到 开 的 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 .注意 工 到 开 的 坐标 变 
换 的 过 渡 矩 阵 的 三 行 恰 好 是 下 的 基 向 量 在 工 中 的 坐标 . 

类 似 地 ,向 量 的 坐标 变换 公式 是 

(xyyr2) = yy ,2 )A. 

由 于 el ,e ,e; 不 共 面 ,因此 混和 积 (ey ,ez ,ei ) 关 0. 这 等 价 于 和 矩阵 4 是 可 道 
矩阵. 因此 我 们 有 

定理 17.3 空间 仿 射 坐 标 系 之 间 的 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 是 可 逆 矩 阵 . 

如 果 坐 标 系 工 和 工 都 是 直角 坐标 系 , 那 么 
ei。ej 一 eli，ej 一 0 ij 一 1,2,3， 


把 ef 一 aa el 十 aizez 十 ases 带 人 上 式 , 即 得 


3 


0 
这 等 价 于 矩阵 A 是 正 交 和 矩阵. 特别 地 ,如 果 工 和 开 都 是 右手 系 直 角 坐 标 系 , 那 么 
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混和 积 (el es,ej) 一 (ef ,el ef) 一 1, 从 而 det(a, )=1. 因此 我 们 有 

定理 17.4 空间 直角 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 的 过 渡 矩 阵 是 正 交 矩阵 . 更 进 
一 步 ,如 果 两 个 坐标 系 都 是 右手 系 的 , 则 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 的 行列 式 为 1. 

例 4 利用 右手 直角 坐标 变换 把 平面 

HI:azx 十 by 十 cz 十 d 二 0(@a 十 十 c* 关 0) 

化 成 0 

解 。 平 面 az 二 by 十 cz 十 d=0 的 单位 法 向 量 是 -二 二 (ab 由 于 
平面 ax 十 by 十 cz 十 d= 二 0 在 新 坐标 系 {10' ,ef ,ez ,ei } 下 化 成 坐标 平面 z = 二 0, 故 
应 设 mr 由 于 我 们 考虑 的 是 右手 直角 坐标 变换 ,其 过 渡 
矩阵 是 正 交 和 矩阵 ,每 一 行 组 成 的 向 量 都 是 单位 向 量 并 且 两 两 正 交 , 故 er ,ez 是 与 
ei 正 交 的 单位 向 量 .与 e; 正 交 的 平面 满足 az 十 2y 十 cz 一 0, 不 妨 设 a 闫 0, 则 向 量 


、 | 
(一 过 ,1,0 ) 在 这 个 平面 上 ,可 以 取 其 单位 化 为 ef , 即 ei -二 


(—bsa,0), 


1 


取 e! 二 el Xe/== 一 一 一 一 (ac,bc, 一 a 一 妇 ). 最 后 ,把 新 坐标 原 
V+ (a 二 十 c:) 
点 O' 取 在 平面 了 上 即 可 (例如 取 0 为 (一 所 ,0,0)). 口 


例 5 证 明 在 右手 直角 坐标 系 中 方程 f(2x 十 y 一 2z,z 一 2y) 二 0 表示 一 个 
柱 面 , 求 出 这 个 柱 面 的 母线 方向 和 一 条 准 线 方程 . 

解 ” 如 果 能 选择 合适 的 直角 坐标 系 , 使 得 方程 f(2+ 十 y 一 2z,x 一 2y) 二 0 
表示 的 图 形 不 含 某 个 坐标 , 则 它 就 表示 柱 面 . 因此 考虑 坐标 变换 z 一 上 (2z 十 y 一 
2z) ,y 一/(z 一 2y), 其 中 &,L 都 是 待定 常数 . 如 果 这 是 一 个 直角 坐标 变换 , 则 原 


六 


方程 变 成 7 (于 , 艺 )} 一 0, 它 表示 一 个 柱 面 . 由 于 直角 坐标 变换 的 过 渡 矩 阵 是 正 


交 短 阵 , 因 此 可 以 取 k 一 享 ,/ 一 亡 , 即 新 坐标 系 的 基 向 量 of 一 二 (2,1, 一 2 ,ed 一 


NS 
(1, 一 2,0 妥 入 脸 证 a7 ,6 单 税 证 灾 ,了 @ 二 民居 民 二 一 (4 必 , 交 ,从 而 
V5 3V5 


得 到 直角 坐标 变换 
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六 一 于 (2z 十 y 一 2z) 


去 和 
一 一 ( 一 人 Ys 
| ” 


J 
=—=——=(4x+2yT1T52) 
之 3 wy 


图 形 在 新 直角 坐标 系 下 方程 是 f(3x ,V5y ) 王 0, 它 表示 一 个 柱 面 . 其 母线 平行 
于 ey, 故 母线 方向 可 以 取 为 (4,2,5). 在 新 直角 坐标 系 下 准 线 可 以 取 为 
| 人 ”一 访 准 线 在 原 直角 从 标 系 下 方程 是 
Sh 
f(2r yy 2 —2))=0; 
4Z 十 2y 十 5z 一 0. 


到 .是 十 老 


下 将 坐标 系 旋转 3 ，, 求 点 M(1,2) 在 新 坐标 系 中 的 坐标 ， 


2. 将 原点 移动 到 (于 ,1 ], 求 曲线 这 一 2y 十 4z 在 平移 后 的 新 坐标 系 中 的 方程 


3. 求 平移 变换 的 新 原点 (zo ,yo), 使 曲线 9x? 十 25y* 十 18zx 一 50y 一 191 二 0 在 新 
坐标 系 中 的 方程 不 含 一 次 项 . 
4. 已 知 两 条 互相 垂直 的 直线 
2 :37z 一 4y 十 6 二 0 0:4z 十 3y 一 17 王 0， 
以 它们 为 新 坐标 轴 (2 为 z' 轴 ,ls 为 y 轴 , 且 都 以 向 上 的 方向 为 正 向 ), 求 坐 
标 变换 公式 , 且 求 点 A(0,1) 的 新 坐标 . 
5. 求 以 两 条 互相 垂直 的 直线 
Aiz 十 Biy 十 Ci 一 0， 1:A:z 十 Biy 十 Co 一 0 
为 新 坐标 轴 (2 为 x 轴 ,ls 为 多 轴 ，, 且 以 向 止 的 方向 为 正 向 ) 的 坐标 变换 
公式 ， 
6. 利用 坐标 变换 ,将 Az 十 By 十 C 一 0 变 成 y 一 0. 
7. 设 志 轴 和 》 轴 在 原 直 角 坐 标 系 中 的 方程 为 : 
12x 一 5y 一 2 二 0 和 5z 十 12y 一 29 王 0. 
写 出 点 的 坐标 变换 公式 . 并 且 求 点 A( 一 2,0) 的 新 坐标 . 设 某 顶 圆 的 长 轴 、 短 
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轴 分 别 在 x ' 轴 、y 轴 上 ,其 长 、 短 半 轴 的 长 度 分 别 为 3,2, 求 这 个 椭圆 在 原 坐 
标 系 中 的 方程 ， 
8. Oe ee 坐标 变换 公式 为 : 
z= 全 ‘6 
求 新 坐标 系 的 原点 在 旧 坐 标 系 中 的 坐标 ,并 求 坐标 轴 的 旋转 角 4. 
9. 已 知 一 抛物 线 的 准 线 1 的 方程 为 一 y 十 2 二 0, 焦 点 为 F(2,0), 求 抛物 线 的 方 
程 . 
换 公 式 . 
11. 以 (a,5,c) 为 新 原点 作 平移 , 求 下 列 方程 在 新 系 下 的 方程 : 
@az 十 by 十 cz 一 好 十 钴 十 cz 
大 2 人 商 E 侯 ， 二 一 让 
@® = 


; 
mm n 


zx 二 Ty 二 zm—2ar—2by—2cz+d=0. 
12. 分 别 写 出 空间 中 绕 工 轴 及 y 轴 旋 转 的 变换 公式 . 
13. 试 将 方程 2x 十 3y 十 4z 十 5 二 0 用 适当 的 坐标 变换 变 成 z' 二 0. 
14. 由 一 个 直角 坐标 系 到 另 一 个 有 同一 原点 的 直角 坐标 系 的 变换 可 以 分 为 三 步 
来 实现 . 
X= zicos 0— yisin 0， 
下 | -smeroeme 全 过 0 雪 动 


> 


Ti = Ka 
I | = yzcos pg 一 2sinp， (0 二 p 雪 r) 


zi = yzsin 六 十 z2cOS gs 


2 = x (C08 g — y sii, 
焉 pry (= 和) 
2 
1S. 在 右手 直角 坐标 系 工 中 ,已 知 三 个 互相 垂直 的 平面 I :z 十 y 十 = 一 1 一 0， 
Ja :zx 一 z 十 1 二 0 ,Jl :x 一 2y 十 z 十 2 二 0. 确定 新 坐标 系 开 使 得 Ii ,Ia ,Is 分 


别 是 OZ ,z'O'z DO 坐标 面 ,并 且 工 的 原点 〇 在 卫 的 第 一 卦 限 内 . 


第 四 章 “ 坐标 变换 与 一 般 二 次 曲线 ( 面 ) 的 讨论 147 


16. 证 明 二 次 锥 面 anx 十 azzy 十 assz* 十 2a1sTYy 十 24az3 yz 十 2a13XZ 二 0 有 三 条 互 
相 垂 直 的 直 和 母线 的 充 要 条 件 是 al 十 ai 十 aas 一 0. 


$ 18 一 般 二 次 曲线 与 二 次 曲面 方程 的 化 简 


本 节 中 涉及 的 所 有 坐标 系 均 是 右手 直角 坐标 系 , 坐 标 变换 是 右手 直角 坐标 
变换 . 


1. 一 般 二 次 曲线 方程 的 化 简 


中 学 中 讨论 过 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 的 标准 方程 .那么 如 果 给 定 一 般 二 次 
方程 
aii 区 十 2ai2zy 十 zz22 二 20z 十 2027E0(Cai 十 ac 和 十 < 和 天 0) (18. 1) 
它 代 表 何 种 曲线 呢 ? 我 们 的 基本 想法 是 先 利 用 坐标 变换 (旋转 ) 消 去 交叉 项 
Zy, 再 利用 配方 (平移 ) 消 去 一 次 项 从 而 得 到 一 个 标准 方程 . 
第 一 步 , 若 wz 天 0 ,进行 旋转 变换 (17. 4) , 则 (18. 1) 在 新 系 中 的 方程 变 为 
anz 十 2anzx'y 十 azzy “十 201xw 十 262y 十 c 一 0， 人 
其 中 zy 项 的 系数 为 
2ai 一 2(a 一 ai)sin 0 cosb 十 2aiz(cos20 一 sin2 0) 
一 (az 一 all)sin 20 十 2aizcos 20. 
为 使 在 新 系 下 的 方程 中 不 出 现 乘积 项 zy ,只 需 使 旋转 角 0 适合 
(az —a1)sin 20 十 2alizcos 20 一 0， 
22 


即 cot 20 一 乞 cz 
2a 


12 


因为 余 切 可 以 取 任 意 实数 ,所 以 这 样 的 9 总 存在 . 
通过 由 满足 (18. 2) 的 9 角 所 决定 的 旋转 变换 ,方程 (18. 1) 变 为 
ai 元 “二 alzy 2 十 20 十 2b2y 十 c 二 0. C18..3) 
第 二 步 , 再 用 平移 变换 对 (18. 3) 进 行 化 简 , 分 两 种 情况 :- 
(一 ) qi 上 与 azz 篆 不 为 零 , 即 aaa2 天 0. 
将 (18. 3) 配 方 得 
af(z 十 多) 十 ay 十 务 ) 十 < 一 后 一 经 一 0 @ 


Ql ad22 


(18. 2) 
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二 涡 
[= 一人 人 一 
作 平移 is 
,_—_b 
3 Ty 
@ 变 成 anz’ cary 二 uo =0'; (18. 4) 
3 
此 处 xz 一 c 一 一 一 一 . (18. 5) 
all Q22 


又 分 下 列 五 种 情形 : 

1° aliazzs 这 0,w 关 0,aliuo 达 0 时 ,(18.4) 表 示 椭 圆 . 

2” alia 和 sz 之 0,w 关 0,aliuo 之 0 时 ,(18.4) 无 实 轨 迹 , 表 示 虚 椭圆 . 

3° alia4s 之 0,w 一 0 时 ,(18.4) 表 示 一 点 (或 一 对 共 恩 虚 直线 ). 

4° afa2<0yz 天 0 时 ,(18.4) 表 示 双 曲线 . 

5” aa2<0,xw 一 0 时 ,(18.4) 表 示 二 相交 直线 ， 

(二 Wi C22 中 有 一 个 为 零 , 即 CnC22 二 0, 不 妨 设 all = 将 方程 (18. 3) 配 


方 得 
/ bs / / 党 b2 
一 一 0. 
ay 二 | 十 2 到 十 c @ 
如 bi! 隆 0,@ 经 过 平移 
=z (ce) 
207 Ws 9 
=—_ 6 
J ed a 
变 成 a2y2 十 20 人 之 一 0， (18. 6) 


(18.6) 表 示 抛 物 线 . 于 是 有 
6” afiazz 二 0,a11 二 0,61 关 0 时 ,(18.6) 表 示 抛 物 线 . 


工 =X， 
如 bY 二 0,@ 经 过 平移 | ， ”以 变 成 
> ey 
a22y2 十 c 一 0， (18.7) 
此 处 by 
U22 


Yi anag =0,an | ,61 =0,asc<0 时 , (18. 7) 表 示 一 对 平行 直线 . 
8° aliazz =0 yl =0,b! =0,awc>0 时 ,(18. 7) 表 示 一 对 虚 平 行 直线 , 
9"” afiagz 二 0,afi 二 0,01 二 0,;c 二 0 时 ,(18.7) 表 示 一 对 重合 直线 . 
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于 是 我 们 得 到 如 下 结论 :任意 一 条 二 次 曲线 , 必 属 于 上 述 九 类 中 的 某 一 类 . 
例 1 化 简 下 列 方程 并 作出 图 形 . 
5z2? 十 4zy 十 2y% 一 24z 一 12y 十 18 王 0， 


-一 Qi 222 = 
解 由 cot 20 re 4 ,得 


tn 3 
cot 20= Wand 4 
即 2tan20 十 3tan 0 一 2 二 0， 
解 得 tan 0 一 广 或 一 2 5 
1 
取 tan 0 一 方 ,由 图 18-1, 有 
此 
sn bi wot be 图 18-1 
得 旋转 变换 
2 
1 / / 
二 一 (Zz 十 2y ). 
2 
代入 原 方程 ,整理 得 
6x? 和 十 y ?一 12W5x 十 18 一 0. 
配方 化 为 6(x’ —/6)+y’—12=0; 
作 平移 人 a 
YY 
得 6x 二 yy 一 12=0, @ 


作 图 步 又: (1) 将 坐标 系 Ozy 旋转 
bltan 0 一 广 ), 得 Ox y';(2) Ox'y' 平 移 到 
Or”y ,0O (V5,0);(3) 将 方程 @@ 化 成 标准 形 
字 十 和 5 二 1, 在 坐标 系 01z"y" 中 作出 它 的 图 
形 ( 如 图 18-2). 加 | 


150 空间 解析 几何 


2. 一 般 二 次 曲面 方程 的 化 简 


以 上 用 坐标 轴 的 旋转 消去 交叉 项 的 方法 只 适合 于 二 次 曲线 方程 的 化 简 ,对 
于 二 次 曲面 方程 ,我 们 采用 特征 值 与 特征 向 量 的 方法 处 理 , 需 要 指出 的 是 这 种 
方法 更 加 具有 一 般 性 , 它 也 可 以 化 简 二 次 曲线 或 者 高 维 空间 中 的 二 次 曲面 
方程 . 

我 们 在 第 13 节 总 结 过 17 种 二 次 曲面 (包括 退化 情形 ) 的 标准 方程 ,假设 有 
三 元 二 次 多 项 式 FF 二 aix ?十 azzsy 十 as3z 十 2aiz ZYy 十 2a13 Xz 十 2azs3 yz 十 201X 十 
2bzy 十 2b3z 十 c, 现 在 问 :一 般 的 三 元 二 次 方程 = 二 0 是 否 代 表 以 上 的 曲面 之 
一 呢 ? 

记 下 的 二 次 项 部 分 为 B= 二 aiix ?十 azsy 十 as3z? 十 2a12 XY 十 2a13 XZ 十 2az3 yz。 
引信 两 个 对 称 和 矩阵 

all aa aa 已 


ai az az bs 


az QQ23 as bs 
bi b, bs é 
分 别称 为 下 的 矩阵 和 下 的 二 次 项 矩阵 
下 和 更 可 以 重新 写成 矩阵 形式 
下 一 (zyyzy,1)4A(Czyyz,1)7T， 
下 一 (zyyyz)A4Au(zyyyz)7T。 

在 直角 坐标 变换 (zx,y,z) 二 (x’,y ,zx )T 下 ,新 坐标 系 中 二 次 项 部 分 ®= 
(zyysz)Ao (zyy,z) 二 (x ,yy ,zx )TAoTT (zx’,y ,zx 7 , 即 新 坐标 系 中 二 次 项 矩 
阵 是 TAoT". 如 果 我 们 希望 它 不 含 交叉 项 zy ,zz 及 yz ,这 等 价 于 矩阵 
A 从 和 
了 
0 0 Ma 
我 们 来 讨论 过 渡 和 矩阵 工 的 求法 . 由 于 了 工 是 正 交 和 矩阵 ， 
站 
0 hn 0 
Ql 介入 


TAoT” 是 对 角 阵 , 即 T4,T 三 


TA = 3 


用 &(i==1,2,3) 表 示 工 的 第 i 行 , 即 T= |ts | , 则 以 上 关系 等 价 于 tA6 二 Nt; ,i 二 


Ls 
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1,2,3. 这 说 明 4; 恰好 是 A。 的 特征 值 ,而 t; 是 属于 4; 的 特征 向 量 .定理 16.7 保 
证 了 过 渡 和 矩阵 工 的 存在 性 . 

以 上 的 讨论 事实 上 给 出 了 坐标 变换 的 过 渡 和 矩阵 工 的 求法 , 即 先 计 算 45 的 
特征 值 , 然 后 求 这 些 特征 值 的 三 个 单位 正 交 特征 向 量 , 以 它们 作为 工 的 三 行 , 并 
注意 使 工 的 行列 式 为 1 即 可 . 

假设 坐标 变换 (zyy'z) 王 (zy ,z DT, 使 得 在 新 坐标 系 中 下 的 二 次 项 部 分 
不 含 交叉 项 x'y ,zz yz 设 二 次 曲面 在 新 坐标 系 下 的 方程 是 

下 = 加 元 2 十 jay 十 1 十 25 二 262 y 十 2b; x 十 c 一 0， (x) 
其 中 4 是 Ao 的 特征 值 .类似 于 曲线 的 情形 ,我 们 分 几 种 情况 讨论 曲面 的 形状 : 

(1)X1,AhzsAs 的 不 为 0. 这 时 通过 配方 (坐标 平移 ) 可 以 把 (x ) 式 化 为 
AX 十 hy 十 A 和 sz 十 c= 二 0. 此 时 又 分 为 两 种 情况 : 

1” hs 同 号 .根据 c 与 4; 符号 的 异同 或 ==0 分 别 表 示 椭 球面 、. 虚 椭 
球面 或 一 个 点 . 

2” jz ys 不同 号 .根据 与 4; 的 符号 或 一 0 分 别 表示 单 叶 双 曲面 、 双 
叶 双 曲面 或 二 次 锥 面 . 

(2)A1,h2 ,X43 有 一 个 为 0, 不 妨 设 A 二 0. 这 时 通过 配方 (坐标 平移 ) 可 以 把 
(* ) 式 化 为 zx 十 入 y 十 263z” 十 二 0. 此 时 又 分 为 两 种 情况 : 

1 ya 同 号 . 如 果 63 去 0, 则 是 椭圆 抛物 面 ;如 果 5s 二 0,c 隆 0, 根据 与 
X13shz 符号 的 异同 分 别 表 示 椭 圆柱 面 或 虚 椭 圆柱 面 ;如 果 b= 二 0,c 二 0, 则 是 一 
条 直线 . 

2° XA1,hz 不 同 号 . 如 果 好 天 0, 则 是 双 曲 抛物 面 ;如 果 如 = 二 0,< 关 0, 则 是 双 曲 
柱 面 ;如 果 好 =0, 一 0, 则 是 两 张 相交 平面 . 

(3)A1 ,M2 As 有 两 个 为 0, 不 妨 设 A=Ns = 0; 这 时 通过 配方 (坐标 平移 ) 可 以 
把 (x ) 式 化 为 X43? 十 26bYx 十 2bLy ?十 = 二 0. 

如 果 br ,好 不 全 为 0, 则 是 抛物 柱 面 ( 如 果 bY ,6b 全 不 为 0, 还 需 一 个 x*y 平 
面 上 的 坐标 旋转 才能 化 为 标准 方程 ) ;如果 br? = 二 bz 二 0,c 关 0, 根 据 < 与 43 符号 
的 异同 分 别 表示 两 张 平行 平面 或 两 张 虚 平 行 平面 ;如 果 br 二 妈 二 c= 二 0, 则 是 两 
张 重合 平面 . 

综合 以 上 讨论 我 们 得 到 :任何 一 个 三 元 二 次 方程 都 可 以 通过 坐标 变换 化 为 
第 13 节 中 的 17 种 二 次 曲面 的 标准 方程 之 一 . 

例 2 确定 二 次 曲面 2zy 十 2zz 一 2yz 一 8y 一 4z 十 1 一 0 的 类 型 并 画 简 图 . 

相 1 
1 0 一 1|. 特 征 值 满足 |X 江 一 A | 二 0, 解 得 久 二 
1 —1 0 


解 ” 二 次 项 矩阵 4 一 
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Az 二 1,As 三 一 各 

A1l AMz 的 特征 向 量 满足 方程 (zx,y,z) (N11 一 Ao)= 二 0, 它 等 价 于 >Z 一 y 十 =, 其 
通 解 是 (zx,y,z) 二 k&(1,1,0) 十 1,0,1),k,1E R. 类 似 地 , Xs 的 特征 向 量 满足 方 
程 (x,y;,z) (XsI 一 Ao)= 二 0; 它 等 价 于 Z 一 一 y 一 一 zx, 其 通 解 是 (zy,yyz) 一 有 (一 1， 


1,1),kER. 在 A1,h 的 特征 向 量 中 取 两 个 单位 正 交 者 : 取 记 一 志 Qw1,0) ,利用 


龙 二 上 (1;150) 十 2C150;1)s 并 且 订 www 二 0 羽 及 和 业 是 单位 向量 ;可 以 取石 = 


1 二 六 让 = = 三 
司 1,1, 一 2). 在 Xs 的 特征 向 量 中 取 单 位 向 量 ts 局 Py 
ti 


ts ,容易 验证 detT 二 1 ,因此 坐标 变换 (xz,y,z) 一 (zy ,z)T 是 右手 直角 坐标 变 


ts 

换 . 在 新 坐标 系 中 , 原 二 次 曲面 的 方程 化 为 x“* 十 y* 一 2z ?一 4V2x 一 4V3z 十 1 一 
Xx =z —2V2, 

0, 或 配方 为 (x 一 2V2)? 十 y ?一 2(z 十 V3 一 1 二 0, 作 平 移 4 Y= 二 y， 方程 变 
z=x tyV3, 

成 详 ? 十 一 2x* 二 1, 这 是 一 个 单 叶 双 曲面 . 最 终 的 坐标 变换 为 


和 A 
厂 三 
jy 1 -1 2 
(zyy32)= (z+2Y2 yy ,¥ —V3) of 号 
| = 
V3 V3 V3 
1 LU 1 Ld 1 LU 
三 一 Xx 一 一 y 一 一 z 十 
这 用 褒 3 
TP 3 7 
即 ye Te 1 富 
-a / Lp 
和 一 他 人 1 
新 坐标 系 原点 在 O (3,1, 一 1),x 轴 ,y 轴 , 轴 的 单位 方向 向 量 分 别 是 
村 表册 过 于 之 1 
的 三 行 , 即 ( 亏 , 志 0) (一 rr 提 -3 是 一 


Z3 
简 图 . 
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图 18-3 [加 
习 题 十 八 


将 坐标 系 旋转 吝 , 求 J/3xy 一 y? 二 12 在 新 坐标 系 中 的 方程 ,并 画 简 图 , 
.化 简 下 列 方 程 并 画图 : 

3z: 一 4zy 十 6 光一 8z 一 4y 十 3 一 0; 

@4z: 十 24zy 十 11yY 十 64z 十 42y 十 51 一 0; 

图 9 袜 一 24zy 十 16 光 一 20z 十 110y 一 50 一 0. 


. 利用 坐标 变换 讨论 分 式 线性 函 教 y 一 4 二 4 的 图 形 ,其 中 ad 一 bc 才 0. 


. 设 二 次 曲线 (Ayz 十 Biy 十 C1)? 十 (Aszx 十 Bzy 十 Cs = 满足 B= Bi 
0,AiA; 十 Bi1B, 二 0. 利用 坐标 变换 把 它 化 成 标准 形式 ,并 指出 这 是 什么 曲线 . 
。 化 简 寻 十 开 一 4 妇 一 4z 一 2y 一 4z 一 3 一 0 指出 是 何 种 曲面 . 


6. 利用 坐标 变换 消去 方程 zx 一 并 十 zy 十 y 的 交叉 项 xy， 指出 是 何 种 曲面 . 


.利用 坐标 变换 使 方程 空 一 y 十 = 中 减少 一 个 一 次 项 ,化 成 标准 方程 ,指出 是 何 
种 曲面 . 
. 确定 二 次 曲面 x 十 y 一 7z*: 一 2xy 一 4xz 一 4yz 一 8 二 0 的 类 型 并 画 简 图 . 
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$19 二 次 曲线 的 不 变量 及 类 型 判别 


1. 二 次 曲线 的 不 变量 和 半 不 变量 


从 上 一 节 的 讨论 ,我 们 得 到 :任意 给 定 一 个 二 元 二 次 方程 
di 2awryt awy +20 z+2b y+c=0, (19. 1) 
它 所 表示 的 二 次 曲线 必 属 于 九 类 曲线 中 的 某 一 类 . 如 果 我 们 将 方程 (19. 1) 经 过 
任意 一 个 直角 坐标 变换 (17. 4) , 变 成 
afiz2 2afzr'y 十 aby 2b!zx 十 228 十 ce 一 0， C 19, 2) 
再 对 (19.2) 应 用 上 节 的 方法 进行 化 简 ,就 可 知 它 所 表示 的 曲线 是 九 类 中 的 某 一 
类 . 现在 我 们 问 :由 (19. 1) 得 到 的 结果 与 由 (19.2) 得 到 的 结果 是 否 一 定 相 同 ? 
答案 应 该 是 肯定 的 . 这 是 因为 (19.2) 是 (19.1) 经 过 坐标 变换 得 到 的 . 而 坐标 变 
换 只 是 改变 了 坐标 系 的 位 置 ,曲线 本 身 并 未 改变 ,因此 (19.1) 与 (19.2) 应 表示 
同一 条 曲线 . 但 另 一 方面 ,由 于 坐标 系 改 变 了 ,方程 的 系数 确实 要 跟着 改变 ,而 
方程 所 表示 的 曲线 类 型 又 是 由 方程 系数 决定 的 ,因此 我 们 猜想 方程 (19.1) 和 
(19.2) 的 系数 间 应 有 某 些 共 同 的 东西 , 即 有 某 些 由 系数 所 决定 的 量 ,是 不 随 坐 
标 系 改变 的 ,而 正 是 由 这 些 量 决 定 了 曲线 的 类 型 . 这 个 猜想 是 对 的 ,这 就 是 本 节 
所 要 讨论 的 不 变量 . 
定义 19.1 已 知 二 次 曲线 方程 
F(x,y)=aiix’ 2aszrytasy +20.x+26;yt+c=0, 
经 过 一 般 直角 坐标 变换 (17. 5) 变 为 
F(z yy )=alix 2a y +aswy :20/z 十 2 到 十 < 一 0， 
由 F(x,y) 的 系数 所 组 成 的 一 个 函数 六 如 果 和 由 F(x ,y ) 的 对 应 的 系数 所 组 
成 的 相同 的 函数 的 值 总 是 相等 的 , 即 无 论 直角 坐标 变换 (17. 5) 怎 样 选择 ,总 有 
aityatayasz 5b bz sc) = f(a yaizyasz vb! pyc 7， 
则 称 这 个 函数 f 为 二 次 曲线 方程 (19. 1) 在 直角 坐标 变换 下 的 不 变量 . 
我 们 来 研究 二 次 曲线 方程 (19. 1) 的 系数 的 下 列 诸 函 数 : 


ll CI12 bi 


QI Ui2 


五 二 ai 十 azz， T= 


alz az b; 


bi bs C 


9 


U1l2 Ud22 
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ail bi Q22 bs 
bi 人 b, 人 | 
下 面 我 们 将 要 证 明 ,1,1 是 二 次 曲线 方程 (19.1) 在 直角 坐标 变换 下 的 
不 变量 ;Ki 是 旋转 变换 下 的 不 变量 ; 当 开 三 五 =0 时 ,Ki 也 是 平移 下 的 不 变量 . 
因为 任 一 个 一 般 坐标 变换 都 是 平移 和 旋转 的 复合 ,因此 要 证 五 ,Ts 在 一 
般 坐 标 变换 下 不 变 , 只 需 分 别 证 明 它们 在 平移 下 和 在 旋转 下 都 不 变 就 行 了 . 
在 坐标 系 的 平移 变换 下 ,二 次 项 系数 显然 是 不 变 的 , 故 攻 , I 在 平移 下 不 


变 . 注意 一 了 ,1 分 别 是 二 次 项 系数 矩阵 4 一 上 的 迹 和 行列 式 ,也 训 是 


特征 多 项 式 |X1 一 ho | 的 一 次 项 系数 和 常数 项 . 在 坐标 系 的 旋转 变换 (x,y) 王 
(zy )T 下 ,新 的 二 次 项 系数 Av 和 矩阵 是 TAoT" 一 TA。T ,由 于 相似 矩阵 有 相同 
的 特征 多 项 式 (定理 16. 5) ,因此 变换 前 后 特征 多 项 式 的 一 次 项 系数 和 常数 项 不 
变 , 这 说 明 攻 , 1 在 旋转 下 都 是 不 变 的 . 

下 面 说 明 I; 在 坐标 变换 下 也 是 不 变 的 . 用 A 表示 二 次 曲线 的 矩阵 


all Qa1 Di 


Ki 三 


az az bz | ,那么 I 二 deth. 设 坐标 变换 是 (x,y)= 二 《x,y )T 十 (zo,yo)，, 记 
bi bs C 
QQ 二 (zyy)y0 二 (x ,yy ,oo 一 (zy), 坐 标 变换 重新 写成 g= 王 wxT 十 wo, 把 二 次 
曲线 方程 写成 矩阵 形式 
F=(r,yy1)A(zr,y,1)T 

=(g,1)A(a,1)7 

=(gTio ,1)4CoxT 十 oo ,1)7 


T 0 Tr wa ; 
一 Co )4 Go LY 
Qo Ll 0 1 
即 在 新 坐标 系 中 曲线 方程 的 矩阵 
T 0 I" oe 
A =|( )4 (19. 3) 
Qo 1 0 1 
, | T 0 TT” of 
故 1; =detA =det( ) 。 detA »。 det =detA= 1;. 
Oo 1 0 了 


即 I 是 坐标 变换 下 的 不 变量 . 因而 我 们 有 
定理 19.1 T,1,1; 是 直角 坐标 变换 下 的 不 变量 . 
An "| R > pT 


记 有 一 (bi,b2),P = (br , bz). 于 是 从 三 也 
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(19. 3) 知 
,_/T OA PIIT af 
i ye "|| 1 


TA TT T(4uay +P") | 


(Go BT Co4uad 十 2xo 太 十 c 
于 是 


A = 人 TA ? B’ > (QoAo +pPT 9 c 一 oo4ual 十 2xo87 十 c， (19. 4) 
在 旋转 之 下 ,wo 一 0. 由 (19. 4) ,容易 验证 


/ / 
ny 十 a =an 二 azz ,bi ?千本 2 一 下 十 到 ,cec =e. 


7 


13 


ii or Ce bi 
-4 bs 
=(antaz)e — (bb ’) 

=(an 二 azz)c— (bi 二 bi)= Ki. 


所 以 Ki 是 旋转 不 变量 . 
车 I 二 1 二 0, 知 =auQzz 一 Qt 一 0, 故 ailya22 不 全 为 0. 不 妨 设 az 天 0, 记 


人 一 和 一 上 , 则 
QI12 a22 

Qll Qlz bi tals taQzz bi 0 0 bi CO— to; 

太一 |az az b:|= | a azz bz|=|as a bs 
bi bp» € pi bs , bi bs Ce 
2 a 
=(b 人 | 一 (pb 一刀 :) 全 San — 0 
1 2 1 b; 


故 卫 =0 推出 6 二 tb,. 所 以 有 全 一 2 一 
12 2 


“十 0 
在 坐标 轴 平 移 | ”之 下 ,(19. 和 中 的 了 是 单位 算 阵 ,因此 of 一 ai， 
光一 2 


i = 一 QZ 十 aizyo 十 Di jC 一 212Z8Haz 玉 二 2a1z To Yo 十 201 zo 十 2b yo 十 芭 
所 以 


a BY 四 Cai au xo Ta yo tb 

时 a ai 十 az 十 页 anz a W242 zo% 2b zo2b Yo te 
和 Cil aiz6 十 入 
和 aunzo Tawyoth azzo tazy thrzot2b ye 
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Qil a yo tb 
aisYoTb azzyi2b yo 十 < 
tais tazz yo + tb _ | ta tazs yo tib, 
三 aizyo 十 页 :az 二 202yo 十 c 忆 bi byo te | 


tais bi 


_ lializs QizYo 十 入 
th» bz yo ce 
an bi 
bi c 


以 上 第 五 .七 个 等 号 要 求 tz 了 关 0, 容 易 验 证 t==0 时 ,该 等 式 也 成 立 . 
BY bs 
类 似 地 可 知 |， eu |. 因此 K! 一 K 


7 
c 


综合 ge ,副科 有 
定理 19.2 Ki 是 旋转 下 的 不 变量 . 当 开 = 玉 =0 时 ,Ki 也 是 平移 下 的 不 
变量 . 


2. 利用 不 变量 确定 二 次 曲线 的 类 型 
在 上 一 节 我 们 通过 坐标 变换 ,把 一 般 二 次 曲线 的 方程 化 简 为 下 列 三 种 形式 


tb; 如 


Q22 


bs 


之 一 : 
(18. 4) aniz’ 二 Talsy’ 二 wo 二 0， 
(18. 6) co2y2z 十 20 人 一 0， 
18.7) aizy2 十 一 0， 


并 根据 它们 系数 的 不 同情 形 ,判别 它们 属于 九 类 曲线 中 的 哪 一 类 . 

如 果 我 们 不 需要 寻找 具体 的 坐标 系 , 可 以 借助 于 二 次 曲线 方程 的 不 变量 ， 
直接 写 出 化 简 后 方程 的 系数 ,并 用 不 变量 来 判别 曲线 是 何 种 类 型 . 具体 做 法 是 : 
将 上 述 方程 (18. 4)、(18.6) 及 (18.7) 中 的 系数 用 方程 (19. 1) 的 不 变量 来 表示 ， 
并 且 把 用 上 述 方程 系数 表示 的 判别 式 换 成 用 不 变量 表示 . 

方程 (18. 4) 是 由 方程 (19. 1) 经 过 坐标 变换 得 到 的 ,所 以 有 

= MT 


即 ai 十 2z 一 厂 ， aliaz = Ts, anazuo = Js. 

于 是 an ,azz 是 特征 方程 A 一 TX 十 I 二 | 一 &6 | 二 0 的 两 个 特征 根 X1 及 4;， 
= 一点 
anazs JJ” 


从 而 得 到 :方程 (18. 4) 用 不 变量 表示 系数 时 , 写 为 
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十 4 六 十 于 ==0， (19.5) 
2 


此 处 Al1yA2 是 方程 A 一 TA 十 I, 二 0 的 两 个 根 . 

原来 判别 方程 (18. 4) 表 示 何 种 曲线 的 判别 条 件 , 例 如 当 aa 二 0,z 天 0， 
ahazo<0 时 表示 椭圆 ,这 个 条 件 用 不 变量 如 何 表示 呢 ? 

ana2 0， 即 I>>0. 

又 因为 了 ;了 关 0, 所 以 ww 关 0 合 1; 关 0. 因为 Qll 与 az 同 号 ,所 以 I 与 al 同 号 . 又 因 
为 五 之 0, 所 以 wo 与 Ta 同 号 . 因此 zlit&o<0, 即 LI1,<0. 于 是 得 到 用 不 变量 表示 
的 判别 条 件 工 一 5 ; 

] 当 瑚 >0, 天 和 关 0, 太 天 0 时 ,表示 椭圆， 

2 当 了 放 0,1; 关 0, 了 1 之 0 时 ,表示 虚 椭 圆 . 

3” 当 芝 0,1 二 0 时 表示 一 点 . 

以 上 三 类 曲线 1 二 0, 称 为 椭圆 类 型 的 . 

4” 当 I 过 0,1; 关 0 时 ,表示 双 曲 线 . 

5 当 I 过 0,1; 二 0 时 ,表示 一 对 相交 直线 . 

以 上 两 类 曲线 1, 二 0, 称 为 双 曲 类 型 的 . 

我 们 来 看 方程 (18. 6). 对 于 它 ,T 二 azz ,12 二 0,13 王 一 azz?,， 所 以 


Wn Ts 1,=0,， 天 全 土 于 


于 是 (18. 6) 用 不 变量 表示 其 系数 时 , 写 为 


石光 士 2 | 一 子 zx 一 0 (19. 6) 
1 


原来 的 判别 条 件 6"(afna2 二 0,an 二 0,b! 取 0) 用 不 变量 表示 :aniaw 二 0 即 I 二 0， 
afi 三 0 就 表示 az 天 0; 再 加 上 5b! 关 0 就 是 I; 关 0. 于 是 得 到 判别 条 件 

6” 当 二 0,1; 关 0 时 ,表示 抛物 线 . 

最 后 来 看 方程 (18. 7) ,对 于 它 卫 一 a ,1 二 0,1s 二 0,K’ 二 azzc ,所 以 有 


a 1,=1; 二 0， = 
1 
于 是 (18. 7) 用 不 变量 表示 其 系数 时 写 为 
Po 十 于 一 0， (19.7) 
1 


原来 的 判别 条 件 , 例 如 7° (aftiasi = 二 0,an = 二 0,61 二 0,azzc 二 0) 用 不 变量 表示 : 
atias 二 0 即 工 二 0; 由 ali 二 0,6Y 二 0( 及 aw= 二 0) 得 I==0; 又 azzc 二 Ki, 所 以 azzc 过 
0 即 Ki 二 0. 于是, 我们 有 
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7” 当 工 二 0,1; 二 0,Ki 过 0 时 ,表示 一 对 平行 直线 . 

8 当 了 二 0,1; 二 0,Ki0 时 ,表示 一 对 虚 平 行 直线 . 

9 当 工 二 0,1; 二 0,Ki 二 0 时 ,表示 一 对 重合 直线 . 

以 上 四 类 曲线 I 二 0, 称 为 抛物 类 型 的 . 

我 们 把 I; 关 0 的 二 次 曲线 叫 常态 二 次 曲线 ,1 二 0 的 二 次 曲线 叫 变态 二 次 
曲线 ,或 退化 的 二 次 曲线 . 凡 变态 的 二 次 曲线 , 皆 退 化 为 二 直线 ( 实 的 或 虚 的 , 平 
行 的 或 相交 的 或 重合 的 ) ,常态 的 又 叫 非 退化 的 . 

不 变量 I,T ,1 及 Ki 完全 能 够 确定 二 次 曲线 的 类 型 和 形状 ,因此 我 们 称 
这 四 个 不 变量 组 成 二 次 曲线 的 不 变量 的 完全 系统 ,了 ,1T,,1 叫 基本 不 变量 ,Ki 
叫 条 件 不 变量 ,二 次 曲线 的 其 他 不 变量 都 可 以 由 它们 表示 . 

这 样 ,对 于 任意 给 出 的 二 元 二 次 方程 ,我 们 可 以 不 经 过 坐标 变换 ,只 要 计算 
出 它 的 不 变量 ,就 能 判定 它 表 示 哪 种 曲线 ,而且 可 以 直接 写 出 它 的 规范 方程 ,从 
而 确定 其 具体 形状 . 也 能 直接 确定 它们 在 原 坐 标 系 中 的 位 置 ,但 计算 比较 
复杂 .0 

例 1 不 经 过 坐标 变换 ,判别 二 次 方程 

5z2 一 6z5y 十 5% 一 6V2z 十 2/2y 一 4 一 0 
表示 何 种 曲线 ,并 写 出 它 的 规范 方程 . 
解 攻 ==10,1, 二 16,1; 二 一 128. 因为 了 过 0, 属 椭圆 类 型 ,又 五 天 0 去 


0, 表 示 椭 圆 . 方程 晨 一 10 十 16 王 0 的 两 个 根 为 刀 一 2,% 一 8, 又 医 一 一 8, 故 所 求 


规范 方程 为 
2z2: 十 8 光一 8 一 0， 
化 成 标准 方程 为 


例 2 就 4 的 值 讨 论 方程 
AT*—27xy 二 Ay: 一 2X 十 2y 十 5 二 0 
表示 什么 曲线 . 
解 第 一 步 : 先 计算 各 不 变量 


中 ”关于 椭圆 和 双 曲 线 位 置 的 直接 确定 ,可 参考 吴 光 舌 等 编 ( 解 析 几 何 )( 修 订 本 ) 第 五 章 8$ 4,(1962 
年 ,人 民 教 育 出 版 社 ). 
关于 抛物 线 可 参考 王 敬 庚 :《 一 般 二 次 曲线 为 抛物 线 时 位 置 的 确定 》C《《 数 学 通报 》,1983 年 第 2 期 ). 
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Li=2 LQ 
L=QA—1)(5t3),. Ki=2(54=1). 
第 二 步 : 找 出 使 I 及 I; 为 零 的 4 值 ， 
I=0SA=1,—1, 


Ts = 


并 在 4 数 轴 上 描 出 这 些 点 ,如 图 19-1. 

第 三 步 :按照 由 使 I, 二 0 的 4 值 把 4 轴 分 成 的 几 个 区 间 ,然后 从 左 向 右 逐 个 
讨论 . 

4 过 一 1 时 ,1 之 0,1 之 0, 世 过 0, 表 示 椭 圆 ; 

4 二 一 1 时 ,1 二 0,1 关 0, 表 示 抛 物 线 ; 


| 时 ,I,<0,4 关 一 计时 ,I 了 0, 表 示 双 曲线 ; 


4 一 一 世 时 ,1, 一 0, 表 示 一 对 相交 直线 ， 


4 二 1 时 ,1 二 0,1s 二 0;Ki 之 0, 表 示 一 对 虚 平 行 直 线 ; 

4 之 1 时 ,1 这 0,1; 之 0,1T 之 0, 表 示 虚 椭圆. 

第 四 步 : 将 上 述 讨论 结 果 , 标 在 4 数 轴 相 应 区 间 的 上 方 ,如 图 19-2. 这 样 做 
的 好 处 一 是 直观 ,二 是 等 于 检查 一 遍 , 是 否 遗 漏 了 某 些 4 值 没有 讨论 . 口 


图 19-2 


研究 问题 : 
构造 一 个 含 参数 ) 的 二 元 二 次 方程 ,使 得 当 4 取 不 同 值 时 , 它 可 以 表示 全 部 
九 种 不 同类 型 的 二 次 曲线 . 
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(可 参考 《数学 通报 )1988 年 第 4 期 王 敬 斋 :《 仿 一 个 参数 的 二 元 二 次 方程 表 
示 九 种 不 同 曲线 的 例子 》) 


习题 十 九 


1. 用 不 变量 判别 下 列 方 程 表示 何 种 曲线 : 
@z2 十 2zy 十 2 光一 6Zz 一 2y 十 9 一 0; 
@z: 十 6zy 十 9 光一 2z 一 6y 一 0; 
zz: 一 2zy 一 多 十 8z 一 6 一 0; 
@4zr’:—20xy 十 25y: 十 12x 一 30y 十 9==0. 

2. 试 计算 下 列 曲线 的 不 变量 荆 ,1T, ,Ts,K,: 


2 
个 至 十 条 一 ii @ 互 一 性 一 1 
@y =2pz; @zx’:+K=0. 


3. 就 和 A 值 讨论 下 列 方程 表示 何 种 曲线 ;: 
Daz’+2rytAy —2z—2y 二 1=0; 
Oz’ 二 2Azy 二 Ay —2Az—2y 十 4 二 0. 
4. 不 作 坐 标 变换 , 写 出 下 列 曲线 的 规范 方程 . 若是 椭圆 或 双 曲 线 , 求 出 它 的 两 个 
半 轴 长 ;若是 抛物 线 , 求 出 首 通 径 ( 即 2p). 
@8 空 十 4zy 十 5 光 十 16z 十 4y 一 28 一 0; 
@4z2 十 24zy 十 11 光 十 64z 十 42y 十 51 一 0; 
@z: 一 2zy 十 多 十 6z 一 14y 十 29 一 0. 
5. 证 明 方 程 
auzx: 二 2awxy 二 azz VY 十 2b1X 十 262sy 十 c= 二 0 
@@ 表 示 圆 ,必须 且 只 需 Tf 二 41, ,TT;<0; 
@@ 表 示 一 条 等 轴 双 曲线 或 两 条 互相 垂直 的 直线 ,必须 且 只 需 ai 十 az 三 0. 


6. 利用 精 园 的 面积 公式 , 即 五 十 上 一 1 的 面积 为 xab, 求 椅 圆 Ax* 十 2Bzxy 十 Cy 二 


1 的 面积 . 

7. 二 次 曲线 3x? 十 4zy 十 2z 十 4y 十 k= 二 0 中 的 尺 为 何 值 时 , 它 表示 两 条 直线 ? 并 
求 这 两 条 直线 的 方程 . 

8 给 定 方程 (Aizx 十 Biy 十 C1)? 十 (Aszx 十 Bsy 十 Cs)* 二 1, 其 中 A1B, 一 AsBi=1， 
AiAs 十 B1Bs 一 0. 证 明 它 是 椭圆 ,并 求 标准 方程 . 
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$ 20 二 次 曲线 的 切线 .法 线 和 对 称 性 


1. 二 次 曲线 和 直线 的 相关 位 置 ,切线 法 线 和 渐 近 方向 ， 


已 知 一 般 二 次 曲线 为 
aur: 2awryt a y: 2b z+2b y+c=0, (20. 1) 
为 了 方便 起 见 ,我 们 引进 下 列 记号 : 
F(x;yYy)=auz:i+2awryt awzy +2brt2b yt ec, 

F(x,y)=anztarwyt+h od, 
F;, (x,y)=awzzta ytb,, 
D(X,Y)=anzx’ 二 2a ry a y’. 

现在 ,我 们 来 讨论 过 点 Po (zo,yo) 且 以 jp: v2 为 方向 (或 说 以 (jy,v) 为 方向 ， 


或 说 以 -为 斜率 ) 的 直线 


X=Zzot yt, 
3 一 yo 十 由 四 
与 二 次 曲线 (20. 1) 的 交点 .将 方程 代入 (20. 1) ,经 过 整理 ,并 使 用 上 述 方便 记 
号 ,得 上 的 二 次 方程 
Dv) t+2CFI (xos yo) pt Fxo, Yo)vtt Fro ,yo)=0. ©@ 
若 BCj,v) 取 0, 则 方程 @@ 有 两 个 实 根 或 两 个 共 示 虚 根 . 当 它 有 两 个 不 同 的 实 
根 时 ,i 与 二 次 曲线 有 两 个 不 同 的 实 交 点 ,i 称 为 二 次 曲线 的 割 线 ; 当 它 有 二 相等 
的 实 根 时 , 即 /与 二 次 曲线 有 重合 交点 ; 当 它 有 共 思 虚 根 时 ,i 与 二 次 曲线 交 于 
二 共 思 虚 点 . 
车 Bl(j,v) 王 0, 方程 @@ 又 有 三 种 情况 : 
当 Fi (zo »Y0) p+ Fs 4zoyyo)yv 天 0 时 ,方程 @@ 有 一 解 , 即 /与 二 次 曲线 交 于 
一 点 ， 


@ 为 了 便于 记忆 ,可 以 借用 偏 导数 的 记号 
1 aF(zx,y) 
2 9x 


1 aF(z,y) 
必 as “ 


Fi(z 轨 = 本 Fe(Czy) 一 


F(z1)= 广 Fz)) = 
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当 (zo yyo)p 十 Fa《xo,y0)vy 二 0 时 ,而 下 (zo ,Yo) 关 0 时 ,方程 @ 无 解 ,/ 与 
二 次 曲线 无 交点 . 
当 Fi (xo syo)p 十 F(xoyYo)v 二 0, 目 F(zo ,yo) 二 0 时 ,方程 加 为 一 切 的 2 所 
满足 ,直线 ! 全 部 落 在 二 次 曲线 上 . 
定义 20.1 如 果 直 线 与 二 次 曲线 有 重合 交点 ,那么 这 条 直线 称 为 二 次 曲线 
的 切线 ,重合 交点 称 为 切 点 . 如 果 直 线 全 部 落 在 二 次 曲线 上 ,我 们 也 称 这 条 直线 
为 二 次 曲线 的 切线 ,直线 上 的 每 一 点 都 可 以 看 作 切 点 . 
现在 我 们 来 推导 二 次 曲线 (20. 1) 上 一 点 Po (zo ,yo) 处 的 切线 方程 . 
设 过 Pu 的 直线 1 的 方程 为 四 , 则 2: 和 二 次 曲线 相 切 的 条 件 当 (jy,v) 关 0 
时 ,是 
CF (zo syo)pt F(xos yy — 人 Bp Fr, yo)=0. {20, 2 
因为 Po (zo ,yo) 在 二 次 曲线 (20.1) 上 ,所 以 有 下 (zo,yo) 二 0, 因 此 (20.2) 可 以 
化 为 
Fi Czoyyo)w 十 Fo(Czoyyo)y 一 0， (20. 3) 
当 Bl,v) 二 0 时 ,因为 有 下 (xo ,yo) 二 0, 所 以 相 切 的 条 件 也 是 (20. 3). 
因此 适合 条 件 (20. 3) 的 wy 就 确定 了 所 求 切线 的 方向 jy : v, 将 其 代入 直线 
方程 , 即 得 所 求 切 线 . 
当 Fi (zo ,yo) 及 F(xo ,yo) 不 全 为 零 时 ,由 (20. 3) 得 
py=F(z05y) : C—F (ro yo)), 
代入 直线 方程 四 得 


TX Xo yy“ Ho 


F(xoyy) —Fi(xosyo)’ 
即 (z 一 Zoo)RiCzoyyo) 十 (yy 一)FaCzoyyo) 一 0. 
再 利用 F(zo ,yo) 二 0, 即 可 化 成 
Qnmorarw (Toy yr)iaw yo yt hrotx)tb (yt ye=0; 
(20. 4) 


这 就 是 二 次 曲线 (20. 1) 上 的 Po。 点 处 的 切线 方程 . 

当 Fi(zo ,yo) 二 F(zo ,Yo) 二 0 时 , (20. 3) 变 成 恒等式 ,为 一 切 的 yy,v 所 满 
足 .因此 (20. 3) 不 能 唯一 确定 jy. : v, 即 过 Po 点 的 切线 不 能 唯一 确定 ,或 者 说 ,过 
Pu, 的 每 一 条 直线 都 可 以 看 成 是 二 次 曲线 的 切线 . 

我 们 把 二 次 曲线 (20. 1) 上 满足 (zo ,yo) 二 Fo(zo ,yo) 二 0 的 点 (zo ,yo) 称 
做 二 次 曲线 (20. 1) 的 奇异 点 (简称 奇 点 ). 非 奇 异 点 称 为 正常 点 . 于 是 我 们 有 如 
下 结论 : 
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二 次 曲线 (20.1) 上 的 正常 点 Pu Czo,yo) 的 切线 方程 为 (20. 4) ,而 奇 点 处 的 
切线 不 定 . 
方程 (20. 4) 有 一 个 简捷 的 记忆 方法 :在 方程 (20. 1) 中 ,将 
5 2zy yy 2x 2y 
写成 并 XZyT xy yy A 米 直 刘 
然后 每 一 项 中 一 个 或 y 用 zz, 或 yo 代替 后 ,写成 
To To3 十 ZW yoy py yy 十 yo 
就 得 到 (20. 4) 了 . 
思考 题 : 若 Pu (zi yo) 不 在 二 次 曲线 (20. 1) 上 ,如 何 推导 过 P。 点 的 切线 
方程 ? 
定义 20.2 过 曲线 上 一 点 ,垂直 于 该 点 切线 的 直线 称 为 曲线 在 该 点 处 的 
法 线 . 
由 前 面 对 切 线 的 讨论 ,我 们 知道 二 次 曲线 在 奇异 点 处 的 法 线 是 不 确定 的 . 
在 正常 点 处 ,过 曲线 上 一 点 Po(zxo ,yo) 的 切线 方向 为 Fo (zo ,yo) : (一 Fi (zo ,yo))， 


故 法 线 方向 可 取 为 (zo,yo) : Fi (zo; yo), 所 以 法 线 方程 为 所 C2 


Yo 

F(Zzo, yo) 

例 1 求 二 次 曲线 2x* 十 6xy 十 y* 一 2x 十 2y 二 0 过 原点 的 切线 和 法 线 . 

解 原点 在 二 次 曲线 上 , 故 切 线 方程 是 

2 元 十 3 Czoy5 十 yy 一 (zzo) 十 (C 十 yo) 王 0， 

其 中 zo 二 yo 二 0, 得 x 一 y 二 0, 切线 方向 为 (1,1), 故 法 线 方向 可 取 (1, 一 1). 所 以 
法 线 方程 为 x 十 y 二 0. 加 

定义 20.3 满足 条 件 By,v) 二 0 的 方向 (jy,v) 称 为 二 次 曲线 (20. 1) 的 渐 
近 方 向 ,否则 称 为 非 渐 近 方向 . 


因为 下 (wy) =anp 2a py azs 太 一 0, 把 它 看 成 乞 的 二 次 方程 ,判别 式 是 


—L=ai; Qndzs ;于 是 有 
定理 20.1 椭圆 型 曲线 (六 > 盖 0) 无 实 的 渐 近 方向 ; 双 曲 型 曲线 (五 <0) 有 两 
个 实 的 渐 近 方向 ;抛物 型 曲线 (五 二 0) 有 一 个 渐 近 方向 . 


2. 二 次 曲线 的 对 称 中 心 
定义 20.4 点 卫 称 为 二 次 曲线 S 的 对 称 中 心 (简称 中 心 ) ,如 果 S 上 任意 
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一 点 Q 关 于 P 的 对 称 点 Q' 仍 在 S 上 . 
定理 20.2 P(xzo ,yo) 是 二 次 曲线 S 的 对 称 中 心 , 当 且 仅 当 (zxo ,yo) 是 线性 
Fi(x,y)=0 
方程 组 的 解 . 
F(z,y)=0 


证 设 P(xzo ,yo) 是 二 次 曲线 S 的 中 心 ,Q(z,y) 是 S 上 的 任意 一 点 , 则 QQ 
Fl: , ) 王 0， 
关于 了 的 对 称 点 Q (2m 一 z,2y 一 切 仍 在 S 上 , 故 有 | 


Fa —zs2y— =0. 
第 一 个 式 子 带 入 第 二 个 式 子 , 并 整理 得 到 
—x)PFi(zor%) ty — WP, (wsY)=0., 
由 Q(z,y) 是 S 上 的 任意 一 点 ,得 到 Fi (zo yy0)= 二 Fs (zo ;Yo) 二 0. 
反之 ;着 所 i (zoyyo) 一 Fo (zo; yo)=0, 设 Q(zs5) 是 S 上 的 任意 一 点 , 即 
F(z,y) 二 0, 容 易 验 证 Q@ 关 于 P(zo,yo) 的 对 称 点 Q (2zo 一 x,2yo 一 y) 满 足 
F(2z0 一 x;2y0 一 y)= 二 0, 即 Q' 也 在 S 上 . 
由 定理 20.2 知 ,车 I, 关 0, 二 次 曲线 S 有 唯一 中 心 , 此 时 称 S 是 中 心 型 曲 
线 ; 若 二 一 0, 且 卫 一 0, 容 易 推出 和 L 一 竺 一 站 ,从 而 方程 组 ed 
CQ22 下 > (zy) 一 0 
上 只 有 一 个 方程 F(z,y) 二 0 或 者 (x,y)= 二 0, 此 时 S 有 无 穷 多 个 中 心 ,它们 
组 成 一 条 直线 Fi (z,y) 二 0, 我 们 称 这 样 的 二 次 曲线 为 线 心 曲线 ;车 ;二 0, 且 
五 关 0, 此 时 S 无 对 称 中 心 ,我 们 称 之 为 无 心 曲线 . 无 心 曲线 和 线 心 曲线 统称 非 
中 心 型 曲线 . 
定义 20.5 通过 二 次 曲线 的 中 心 且 以 渐 近 方向 为 方向 的 直线 称 为 二 次 曲 
线 的 渐 近 线 . 


3. 二 次 曲线 的 对 称 轴 


定义 20.6 直线 ! 称 为 曲线 S 的 对 称 轴 , 如 果 对 于 S 上 的 任意 一 点 @, 它 
关于 ! 的 对 称 点 Q 也 在 S 上 . 

设 (,v) 是 二 次 曲线 (20. 1) 的 一 个 非 渐 近 方向 , 则 具有 方向 (jy,v) 的 一 条 直 
线 与 (20. 1) 总 交 于 两 点 P 和 Ps( 两 不 同 实 点 ,两 重合 实 点 或 一 对 共 示 虚 点 )， 
线段 P, P, 称 为 平行 于 方向 (jwv) 的 一 条 弦 . 现在 我 们 来 讨论 所 有 平行 于 方向 
(jw) 的 弦 的 中 点 的 轨迹 . 

设 PCX,Y) 是 一 条 平行 于 (pv) 的 弦 PP 的 中 点 ,PiP; 的 方程 可 写 为 


王 义 十 9 
”人 的 ' 它 与 二 次 曲线 (20. 1) 的 两 个 交点 P， 和 Ps 所 对 应 的 参数 ,ts 是 
y 王 Y 十 zi 
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二 次 方程 
Dpse 42uF (XY FyFs (XH YINTFE(X Y=0 @ 
的 两 个 根 .因为 PCX,Y) 是 弦 PiP; 的 中 点 ,所 以 有 
A 
于 是 得 到 
uP (X,Y) HyFa(X,Y)=0., @ 
即 (ai X+arwYtbi) yt (a Xa Yb )y=0. 
这 就 是 说 ,平行 于 方向 (u,v) 的 弦 的 中 点 (X,Y) 的 坐标 满足 方程 
(CauaZz 十 ay 十 0)A 十 (ai 十 azy 十 加 )y 一 0， (20. 5) 
即 Caaw 十 aizy) 过 十 (aizw 十 azzy)y 十 OA 二 ovy 一 0. (20. .6) 


反 过 来 , 若 点 (X,Y) 满 足 方程 (20.5) 或 (20.6), 即 有 国 成 立 , 因 而 方程 @@ 有 
绝对 值 相等 符号 相反 的 两 个 根 ,于 是 点 (X,Y) 是 具有 方向 Cy,v) 的 弦 的 中 点 . 
此 方程 (20. 5) 或 (20. 6) 是 所 有 平行 于 方向 (jy,v) 的 弦 的 中 点 的 轨迹 . 

又 方程 (20. 6) 的 一 次 项 系数 不 能 全 为 零 ,否则 由 

aunptawv=0 及 aizw 十 azzy 一 0 
得 到 
Dv) =anp tT2apy tt a 
二 (ailw 十 aizy)A 十 (aizw 十 azzy)y 一 0， 
与 (1,v) 是 非 渐 近 方向 矛盾 . 因此 方程 (20. 5) 或 (20. 6) 确 是 二 元 一 次 方程 ,表示 
直线 . 

于 是 我 们 得 到 : 

二 次 曲线 (20.1) 的 所 有 方向 为 (wz) 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 是 一 条 直线 , 它 
的 方程 是 (20. 5) 或 (20. 6). 

定义 20.7 二 次 曲线 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ,这 条 直线 称 为 共 罗 
于 平行 弦 方向 的 直径 . 这 条 直径 的 方向 称 为 平行 弦 方 向 的 共 罗 方 向 . 

二 次 曲线 (20.1) 的 共 罗 于 非 渐 近 方向 (jy,v) 的 直径 方程 为 (20.5) 或 
(20. 6) ,因此 该 直径 的 方向 为 (x ,vv ) ,此 处 

1 =— (awptay) =anptarwy. (20.7) 
由 于 
Bp yy) =an awnptasy)’ —2a ant ay) (Caiw 十 azy) 十 
az2 (au pt ary)’ 
一 (aiiazz 一 ai ) (any 2ar pv ary ) 
二 了 EGG ， 
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又 (uv) 是非 渐 近 方向 , 故 BCy,v) 隆 0. 因此 当 了 I 工 隆 0 时 ,有 Bly ,vy ) 关 0; 当 荆 = 
0 时 ,有 BC ,vy ) 二 0. 也 就 是 说 ,对 于 I 关 0 的 二 次 曲线 的 非 渐 近 方 向 的 共 罗 方 
向 仍然 是 非 渐 近 方 向 ,而 对 于 1; 二 0 的 二 次 曲线 任意 非 渐 近 方向 的 共 轿 方向 都 
是 渐 近 方向 . 

因此 ,对 于 I 二 0 的 二 次 曲线 ,所 有 的 直径 皆 是 互相 平行 的 , 皆 平 行 于 二 次 
曲线 的 唯一 的 渐 近 方向 . 

当 I 关 0 时 ,我 们 进一步 考察 非 渐 近 方 向 (jw ,v ) 的 共 郝 方向 (yA ,) ,根据 
(20.7) 得 

A = ah —anaz) py, y= (a —anaz)y, 


即 太一 一 有 wp， 一 一 Tv 
因为 I, 关 0, 所 以 (WV,Y) 与 (1,v) 表 示 同 一 个 方向 ,它们 的 斜率 都 是 这 就 是 说 


当 I, 关 0 时 ,如 果 ( 六 ) 是 (的 共 斩 方 向 , 则 (po 也 是 (六 ,> ) 的 共 和 方 向 , 
也 就 是 说 ,对 于 I 了 关 0 的 二 次 曲线 , 巷 方向 是 互相 的 , 即 适 合 关 系 (20.7) 的 一 
对 非 渐 近 方向 (u,v) 及 (wy,v ) 是 互相 共 示 的 . 

了, 六 0 时 ,如 果 我 们 对 渐 近 方向 (7 也 用 (20.7) 去 计算 共 斩 方 向 (六 ,>)， 


则 得 到 如 一 因此 我 们 有 时 也 说 , 渐 近 方向 是 自 共 亏 的 . 


定义 20.8 当 了 I 隆 0 时 ,二 次 曲线 的 一 对 具有 互相 共 轿 的 方向 的 直径 , 叫 
做 一 对 共 示 直 径 . 


例 2 求 椭圆 于 十 浴 一 1 共 椰 于 方向 (x,v) 的 直径 及 其 共 辆 直径 
解 丽人 zs, 妨 一 号， Flr,y) = 
由 (20. 5) 得 直径 瞧 z 十 具 y 一 0, 该 直径 的 方向 为 ( 一 点 , 稚 ) ,再 由 (20. 5) 得 
它 的 共 斩 直 径 为 
还 [和 
肥 ( 一 前 ) 上 + 新 ( 阁 )=0， 
即 je— py=0. 回 
例 3 已 知 I 关 0 的 二 次 曲线 (20. 1) 的 一 对 共 斩 直 径 的 斜率 为 尺 及 A“ , 试 


求 &, 应 满足 的 关系 . 
解 ”斜率 为 及 A 的 方向 分 别 为 (1,k) 及 (1,k"), 由 一 对 共 四 方 向 应 该 适合 
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的 关系 式 (20.7) 得 
1] 一 < 关公 各 a ky) sk = 十 现状 


于 是 有 十 一 一 Ca 二 ae 和 


a i 3 
整理 得 azzkk’ 十 ai (RE 十 RD) 十 ai =0. 
这 就 是 一 对 共 斩 直 径 的 斜率 ,应 满足 的 关系 式 . 口 


如 果 ! 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 ,那么 它 一 定 是 一 组 平行 弦 中 点 的 轨迹 ,并 且 /与 这 
组 平行 弦 垂 直 . 设 这 组 平行 弦 的 方向 是 (jy,v) , 则 1 的 方程 是 (20. 6). 由于/ 的 方 
向 (一 (azp 十 az ,Qnp 十 Qs 小 与 (ywv) 垂 直 , 故 有 

一 waizp 十 az 十 Wailw 十 aiz 力 一 0， 


即 (aa 十 aizy) : 4= (a1wpt azv) :yy. 
如 果 记 这 个 比值 为 *, 则 有 
< =Apys an a 
CHATT QI27Y 人 dy | 11 中 一 Ai) 
QizA 十 aazy 一 My， QI12 U22 


也 就 是 说 4 是 方程 (20. 1) 的 二 次 项 部 分 的 特征 值 ,而 (ys, 小 是 4 的 特征 向 量 .这 
个 过 程 反 过 来 也 成 立 . 因此 我 们 有 

定理 20.3 设 (y,v) 是 二 次 曲线 S 的 二 次 项 系数 矩阵 的 特征 向 量 , 并 且 
(py) 不 是 渐 近 方向 , 则 S 的 对 称 轴 方 程 可 由 pFi(z,y)TvF (xr,y)=0 给 出 . 

如 果 S 的 二 次 项 系数 矩阵 A。 有 0 特征 值 ,并 且 (y;v) 是 属于 0 的 特征 向 
量 , 即 (jy,v)Ao 二 0, 则 Bpsy) 二 (jyv)Aho 《11v) "二 0, 所 以 (jy,v) 是 渐 近 方向 ;如 果 
(wv) 是 属于 非 0 特征 值 的 特征 向 量 , 即 (yy,v)A&ho 二 ACp,v), 则 BC(y,v) 二 
(yoy)Ao 《pv) 二 A 十 放 ) 才 0, 所 以 (jy,v) 不 是 渐 近 方向 . 另外, 如果 Ao 的 两 个 
特征 值 不 相等 ,由 习题 十 六 第 4 题 的 结论 ,它们 对 应 的 特征 向 量 垂直 ;如 果 4。 
的 两 个 特征 值 相等 ,由 定理 16.7,4。 正 交 相似 于 江 , 其 中 4 是 特征 值 ,从 而 4, 二 
MT , 故 所 有 非 零 向 量 都 是 4h。 的 特征 向 量 .事实 上 ,由 a 二 azz 二 A 了 0,ayw 王 0 可 
得 S 是 一 个 圆周 (或 虚 圆 周 或 一 个 点 ). 由 此 我 们 得 出 : 若 五 二 0, 则 二 次 曲线 只 
有 一 条 对 称 轴 ; 若 五 天 0, 并 且 4。 的 两 个 特征 值 不 相等 , 则 二 次 曲线 有 两 条 对 称 
轴 ; 若 I 关 0, 并 且 4 的 两 个 特征 值 相等 , 则 二 次 曲线 有 无 数 条 对 称 轴 . 

例 4 判断 下 列 二 次 曲线 的 类 型 并 求 对 称 轴 . 

《1)z2 一 3zy 十 到 十 10z 一 10y 十 21 王 0. 

(2)z2z 十 4zy 十 4 光一 20z 十 10y 一 50 王 0. 


二 


2 
解 0 二 , 特征 值 |MT 一 4u| 王 0, 解 得 
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5 条 
Al = hh 
之 
1 2 5 
1;=det 3 1 一 一 子 
5 = :21 


因此 是 双 曲 线 . 
Ai 的 特征 向 量 是 (ma ,wn) (CT 一 4) 王 0, 解 得 丰 王 一 页， 可 取 (Aa, 关 ) 一 
(1, 一 1). 类 似 地 , Xs 的 特征 向 量 满足 je 三 ,可 取 为 (0 ,vs) 二 (1,1), 它们 都 对 
应 于 非 零 特征 值 ,因此 都 是 非 渐 近 方向 , 故 对 称 轴 方 程 为 yiFi (zx,y) 十 viFs (zx， 
y)= 二 0,i 二 1,2, 整 理 得 
ZX 一 y 十 4 二 0 和 x 十 y= 二 0.， 


由 人 
(24,=(, 4 特征 值 入 一 0,X4 一 5, 1 一 A144 一 0， 太一 一 625. 因此 曲线 


是 抛物 线 . 

1 二 0, 因 此 它 对 应 的 特征 向 量 是 渐 近 方向 , Xz 的 特征 向 量 满足 2py 二 v, 可 
取 为 (jy,v) 二 (1,2), 它 是 非 渐 近 方向 , 故 对 称 轴 方 程 为 yFi (x,y) 十 vFs Czyy) 一 
0, 整 理 得 zx 十 2y 一 0. 口 


习 题 二 十 


一 


. 试 决定 的 值 ,使 直线 x 十 ky 一 1 二 0 与 二 次 曲线 风 一 2zy 一 (一 1)y 一 1 一 0 
交 于 两 个 互相 重合 的 实 点 ， 

. 求 下 列 二 次 曲线 的 奇 点 : 

3 二 一 2y 十 6z 十 4y 十 1 一 0; 

@2zxzy 十 光一 2z 一 1 一 0. 

求 二 次 曲线 妇 一 zy 十 史 十 2z 一 4y 一 3 一 0 在 点 (2,1) 处 的 切线 方程 . 
求 二 次 曲线 光一 zy 十 六 一 1 二 0 通过 点 (0,2) 的 切线 . 

求 曲 线 47? 一 4zxy 十 一 2 十 1 二 0 过 点 (1,3) 的 切线 和 法 线 方程 
求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,并 指出 曲线 是 属于 何 种 类 型 的 . 

Oz 二 +2zryt+y 二 3zx 二 y= 二 0; 

@3z:4ry+2y —6zr—2y+5=0; 


ko 


Eo 和 从 
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11. 


12. 


13; 


14. 


15. 


0 


D5z’+8zryt5y:—18z—18y++11=0; 
@2zy 一 4z 十 2y 十 11 王 0; 
@4z: 十 4zy 十 多 一 10z 一 5y 十 6 一 0; 
We A 

. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 线 : 
es 

@6 关 一 zy 一 兴 十 3z 十 y 一 1 一 0; 

图 寻 一 3zy 十 2y 十 z 一 3y 十 4 一 0; 

田 2z 十 2zy 十 风 十 2z 十 4y 一 4 一 0. 

讨论 当 a,B 满 足 什 么 条 件 时 ,二 次 曲线 

Tz’ 十 6zy 十 ay: 十 3z 十 By 一 4 二 0 

@ 有 唯一 中 心 ;@ 无 中 心 ;@ 有 一 条 中 心 直 线 . 


. 分 别 决定 写 十 点 一 1, 五 一 为 一 1 及 z 一 2py 的 渐 近 方向 ， 

a 3z2? 十 7zy 十 5 罗 十 4z 十 5y 十 1=0, 求 它 的 与 工 轴 平行 的 弦 的 中 
点 的 轨迹 . 

. 求 下 列 曲 线 的 中 心 : 


证 明 若 an x 十 2a1s ZXy 十 azzy 十 Cc 二 0 是 一 条 双 曲 线 , 则 它 的 渐 近 线 是 


az 十 2aizzxy 十 azz 罗 一 0. 


A 
方程 (Aizx 十 Biy 十 C1)? 十 2(Asz 十 Bsy 十 C) 二 0 满足 机 


2 


AiAs 十 Bi1Bs 二 0, 证 明 : 
(G1) 它 是 抛物 线 ; 

(2) 它 的 对 称 轴 是 Aiz 十 Biy 十 Ci 一 0; 
(3)Asx 十 Bzy 十 Cs 二 0 是 过 顶点 的 切线 . 


证 明 棋 图 瑟 十 上 一] 的 一 对 共 思 直 径 的 斜率 和 /有 关系 上 人 一 一 性， 


证 明 双 曲线 所 一 私 一 1 的 一 对 共 轿 直 径 的 矢 率 友和 有 &' 有 关系 久 。 忆 一 所 


bp? 


b 
本 
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第 五 章 ”平面 的 仿 射 变换 与 等 距 变 换 


本 章 我 们 介绍 平面 的 仿 射 变换 与 等 距 变换 的 相关 概念 ,并 讨论 图 形 在 仿 射 
变换 和 等 距 变 换 下 的 一 些 不 变性 质 . 按照 F. Klein 在 爱 尔 朗 根 纲领 中 的 观点 ， 
一 种 几何 学 就 是 研究 几何 对 象 在 某 种 变换 群 下 不 变 的 性 质 . 按照 这 种 观点 , 研 
究 在 等 距 变换 群 下 不 变性 的 几何 就 是 欧 氏 几何 ,研究 在 仿 射 变换 群 下 不 变性 的 
几何 可 以 称 作 仿 射 几何 . 


$21 仿 射 变换 与 等 距 变 换 


1. 变换 与 变换 群 


定义 21.1 设 S,S' 是 两 个 集合 ,f:S 习 S' 是 一 个 映射 ,如 果 对 任意 a,5E 
S, 都 有 fla) 了 了 (5), 则 称 f 是 一 一 上 映射 或 单 射 . 如 果 对 任意 a ES ,都 有 aE 
5S, 使 得 f(a) 二 a', 则 称 f 是 满 射 . 如 果 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 f 是 一 一 

例 1 f,g,h:R'—>R',f(z)==e’;g(7z) 二 sin x;h(z)= 二 27x 一 1. 则 f 是 单身 
而 不 是 满 射 ,g 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 ,h 是 一 一 对 应 . 

定义 21.2 设 f:S 习 S',g:S' 习 S 是 两 个 映射 ,它们 的 复合 映射 gs。f:S 一 
S ,是 S 到 S” 的 映射 , 称 为 映射 了 上 与 g 的 乘积 , 记 为 g* f, 即 (g* f)(a)= 
g(f(a)), Ya€ES,. 

注意 乘积 与 映射 的 次 序 有 关 . 

定义 21.3 集合 S 到 自身 的 映射 称 为 S 的 变换 .把 S 的 每 一 点 变 成 自己 
的 变换 称 为 恒 等 变 换 或 单位 变换 , 记 为 ids. 

例 2 在 平面 R* 上 取 定 一 个 右手 系 直 角 坐 标 系 {0;i,j) ,给 定 非 零 向 量 v= 
(a,b) ,定义 变换 F,g:R:-~Rz,F:(z,y)FCzy) 十 (abOig:Czyy)FrCzyy)4， 


中 在 本 章 中 "一 ”通常 表示 集合 之 间 的 映射 “HF>” 表 示 元 素 之 间 的 对 应 . 例如 f:A 一 B 表示 f 是 集 
合 A 到 8B 的 映射 ,f:at>b 表示 了 把 a 映 为 b 即 f(a)==6b。 
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cos0 sin0 


其 中 A4=( . ). 称 了 是 沿 向 量 ， 的 平移 变换 ,简称 平移 变换 . 称 g 是 
一 SnO cos0O 


绕 原 点 的 旋转 变换 ,简称 旋转 变换 . 显然 平移 变换 和 旋转 变换 都 是 平面 到 自身 
的 一 一 对 应 . 其 几何 意义 见 图 21-1 和 图 21-2. 


P'(x»y') 


P(x,y) 


21=1 图 21-2 

容易 验证 g。F:(z,y)Fr(zyy)AT 二 (ap)4,F。，g:(zy)FrCzyy)A 十 (ao). 故 
通常 g，f 关 f，g. 

例 3 在 平面 R 上 取 定 一 条 直线 i, 定义 变换 太 R 一 R ,了 把 平面 上 每 一 
点 了 映 到 PP 关于 直线 7 的 对 称 点 . 称 映 射 了 是 关于 直线 的 反射 ,简称 反射 ， 

定义 21.4 设 f:S>S' 是 一 个 映射 ,如 果 存 在 映射 g:S 一 S, 使 得 g* 了 = 
ids,，f°g 一 ids , 则 称 映射 f 是 可 逆 的 , 称 g 是 了 的 逆 映 射 . 

容易 验证 如 果 f 是 可 逆 映 射 , 则 其 道 映射 是 唯一 的 ( 留 作 习 题 ) ,我 们 常 把 
f 的 道 映射 记 为 1 . 

定理 21.1 7:S->S' 是 可 闭 的 , 当 且 仅 当 了 是 一 一 对 应 . 

证 ”必要 性 ,着 f:S 一 S' 是 可 道 的 , 记 g:S' 一 5 为 了 的 逆 映 射 . 对 于 aoES， 
如 果 f(Qq) 二 1(5), 则 gf (a)) 二 g(f (65)), 即 a 二 5, 这 说 明 f 是 单 射 .对 任意 
a ES , 设 g(la)==a, 则 f(a)= 二 f(g(a’))==a ,从 而 f 是 满 射 . 

充分 性 ,已 知 f 是 一 一 对 应 . 定义 映射 g:S' 一 S 如 下 ,对 任意 .a ES ,有 唯 
一 的 a€ 5, 使 得 f(a)==a , 今 g(a )==a. 因 为 f(g(a))==f(a)=a ,g(f(a))= 
g(a ) 二 a, 故 g*f 二 ids ,f°*g 二 ids , 即 是 可 逆 的 ,并 且 g 是 了 的 逆 上 映射， 口 

定理 21.2 设 f:S>S',g:S' 一 S' 都 是 可 着 的 , 则 sg。 了 也 是 可 逆 的 . 

证 设 广 :SS 一 S,g :S 一 5S’ 分别 是 了 f,g 的 道 映射 ,容易 验证 1/ ，g 是 
g， /的 道 映 射 , 口 

定义 21.5 设 CG 是 由 S 上 的 某 些 可 逆 变 换 组 成 的 集合 ,如 果 G 满足 以 下 
性 质 , 则 我 们 称 G 是 S 上 的 一 个 变换 群 : 

(1) 对 任意 fEG, f 的 逆 映 射 在 G 中 ; 

(2) 对 任意 f,gEG, 它 们 的 乘积 (复合 )f，g 在 G 中 ， 
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由 定义 ,如 果 G 是 S 上 的 一 个 变换 群 , 则 S 上 的 恒 等 变 换 ids 一 定 属于 G. 

例 4 平面 上 所 有 绕 原点 的 旋转 组 成 的 集合 是 平面 上 的 一 个 变换 群 . 

证 ”如果 j 了 是 绕 原点 旋转 0 角 的 变换 (此 处 我 们 约定 当 9>0 时 是 道 时 针 旋 
转 , 当 9<0 时 是 顺 时 针 旋 转 ), 则 f 的 道 映射 是 绕 原 点 旋转 一 9 角 的 变换 . 

如 果 f 是 绕 原点 旋转 0 角 的 变换 ,g 是 绕 原点 旋转 yo 角 的 变换 , 则 8。 上 了 是 
绕 原点 旋转 0 十 g 角 的 变换 . 回 


2. 平面 的 仿 射 变换 


定义 21.6 设 f 是 平面 上 的 一 个 可 道 变换 ,如 果 f 把 任意 共 线 三 点 变 成 共 
线 三 点 , 则 称 f 是 平面 上 的 一 个 仿 射 变换 . 

例 5 在 平面 R 的 一 个 直角 坐标 系 中 ,定义 变换 f 为: 

(D(z’,y)=(z,ky)(k>0). 

这 个 映射 称 为 向 着 x 轴 的 压缩 变换 ,k 称 为 压缩 比 . 参见 图 21-3. 

(2)(z yy 一 (z 十 Myyy)， 

这 个 映射 称 为 向 工 轴 的 错 切 变换 ,z 轴 称 为 错 切 轴 . 参见 图 21-4. 

(3)(x’,y )= (kr,ky) (kAO), 

这 个 映射 称 为 位 似 中心 在 原点 的 位 似 变 换 ,k 称 为 位 似 比 . 参见 图 21-5. 

这 三 个 变换 都 是 仿 射 变换 . 


P(x,y) 


天 Co) | P'('y') 


21-3 图 21-4 图 21-5 

证 这 里 只 证 明 (1), (2) 和 (3) 的 证 明 留 作 习 题 ，/ 显然 是 平面 上 的 一 一 
对 应 .假设 Pi(xi,yi) ,i 二 1,2,3, 三 点 共 线 ,我 们 要 证 明 f(P;) ,i 二 1,2,3, 三 点 
共 线 . 由 于 Pi(ziyyi) si 二 1,2,3, 三 点 共 线 , 则 有 实数 4 使 得 (x 一 zi ,yi 一 i) 二 
ABa— ri — Wj 
(zishky) sim rk by)=A(x rky — Ey BACP), i123, 三 
点 共 线 . 所 以 f 是 仿 射 变换 . 口 

定理 21.3 平面 上 的 仿 射 变换 把 不 共 线 的 三 点 变 成 不 共 线 的 三 点 . 

证 设 f 是 平面 上 的 仿 射 变换 ,A,B,C 是 平面 上 不 共 线 的 三 点 . 假设 
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f(A),f(B),f(C) 共 线 , 记 这 条 直线 为 1. 由 于 仿 射 变换 把 共 线 的 三 点 变 成 共 线 
的 三 点 ,因此 f 把 直线 AB 映 到 直线 f(A)f(B), 即 7. 类似 地 ,了 把 直线 AC,BC 
都 映 到 直线 L. 在 直线 AB,AC,BC 之 外 任 取 一 点 P 卫 ,我 们 将 证 明 f 把 P 也 映 到 
直线 1 上 ,从 而 f 把 整个 平面 映 到 直线 1 上 ,这 与 上 是 平面 上 的 可 逆 变 换 矛 盾 . 
不 妨 设 己 不 是 A 点 ,过 忆 作 一 条 直线 与 AB ,AC 分 别 交 于 Q,R 点 ,由 于 了 把 直 
线 AB,AC 都 映 到 直线 2 , 故 也 把 Q,R 映 到 1 上 ,由 于 P,Q,R 共 线 , 故 了 把 已 也 
映 到 直线 ! 上. 加 

推论 21.1 平面 上 的 仿 射 变换 把 直线 变 成 直线 . 

推论 21.2 平面 上 的 仿 射 变换 把 平行 直线 变 成 平行 直线 . 

证 设 了 是 平面 上 的 仿 射 变换 ,li ,ls 是 两 条 平行 直线 ,如 果 f(4),f(1;) 有 
交点 P, 则 了 在 L,l; 上 各 有 一 个 原 象 ,这 与 了 是 一 一 对 应 矛盾 . 

定理 21.4 平面 上 仿 射 变换 的 全 体 组 成 平面 的 一 个 变换 群 . 称 为 平面 的 仿 
射 变换 群 . 

证 ”两 个 仿 射 变换 的 乘积 显然 还 是 仿 射 变换 . 设 f 是 仿 射 变换 ,了 的 道 变 
换 是 g, 则 g 把 共 线 三 点 变 成 共 线 三 点 . 否则 g 把 某 共 线 三 点 A ,B,C 变 成 不 共 
线 三 点 A', B',C', 由 于 f 把 不 共 线 三 点 变 成 不 共 线 三 点 ,但 f(A')= 有 A， 
f(B')=B,f(C')==C 三 点 共 线 ,矛盾 . 故 g 也 是 仿 射 变换 . 口 


3. 平面 的 等 距 变 换 


定义 21.7 设 f 是 平面 上 的 一 个 变换 ,如 果 对 于 平面 上 任何 两 点 ,了 保持 
这 两 点 变换 前 后 的 距离 不 变 , 则 称 f 是 平面 上 的 一 个 等 距 变 换 . 

例如 例 2 中 的 平移 变换 和 旋转 变换 都 是 等 距 变换 (证 明 留 作 习 题 ). 

定理 21.5 ”等 距 变换 一 定 是 可 逆 变 换 . 

证 了 是 平面 的 一 个 等 距 变 换 , 任 取 两 个 不 同 的 点 P,Q, 由 于 f(P),f(Q) 
之 间 的 距离 等 于 P,Q 之 间 的 距离 ,因此 f(P) 和 f(Q) 是 不 同 的 点 . 所 以 f 是 
单 射 . 

在 平面 上 任 取 一 点 Q, 我 们 要 证 明 Q 点 有 原 象 已 ,从 而 f 是 满 射 . 取 两 个 
固定 点 A,B, 记 A,B 在 f 下 的 象 为 A’,B'. 若 Q@ 是 A',B' 之 一 , 则 Q 有 原 象 . 否 
则 , 设 |A'Q|=a,|B'Q|==6, 我 们 分 两 种 情况 讨论 : 

(DQ 在 A',B' 决 定 的 直线 上 , 则 根据 Q 在 A’,B' 之 间 , Q 与 B 在 A“ 点 蜡 
侧 ; 或 者 Q@ 与 4' 在 B' 点 异 侧 ,相应 地 有 a 二 b=|1A’B’|,6 一 a 二 |A'B’|,a 一 5 二 
1A'B'|. 在 直线 AB 上 取 一 点 P, 使 得 |AP|==a,|BP|==5,; 则 f(P) 二 Q. 这 是 因 
为 f 等 距 确 保 了 fC(P) 在 直线 A'B' 上 (否则 由 于 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 
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这 与 f 是 等 距 变 换 矛 盾 ) ,再 根据 ac, 与 |A 3 “| 的 关系 可 以 确定 已 点 的 位 置 使 
f(P)=Q&. 

(2)Q 不 在 A’,B' 决 定 的 直线 上 ,此 时 a 十 5|A'B'|. 在 平面 上 分 别 以 A,B 
为 圆心 a ,6 为 半径 画 圆周 ,由 于 a 十 6 这 1A'B’|==|AB|, 这 两 个 圆周 交 于 两 点 
Pi,P;. 则 了 必然 把 Pi 或 P, 映 为 Q. 回 

推论 21.3 等 距 变 换 一 定 是 仿 射 变换 . 

证 首先 等 距 变 换 是 可 道 变 换 . 又 因为 等 距 变 换 一 定 把 共 线 三 点 变 成 共 线 
三 点 ,否则 ,由 于 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,与 等 距 变 换 保 持 距 离 不 变 矛 盾 . 

口 

定理 21.6 平面 上 等 距 变 换 的 全 体 组 成 平面 的 一 个 变换 群 . 称 为 平面 的 
等 距 变 换 群 . 

作为 练习 请 读者 自己 给 出 证 明 . 


习题 二 十 一 


. 证 明 如 果 f:S 一 S' 是 可 族 映 射 , 则 其 逆 映 射 是 唯一 的 . 

. 证 明 例 5 中 (2) 和 (3) 的 变换 都 是 仿 射 变换 ， 

,证 明定 理 21. 6. 

， 在 平面 上 取 一 个 右手 直角 坐标 系 ,给 定 非 零 向 量 v 二 《a,6b), 证 明 平 移 变 换 


DD 


f:(zyy)P(z,y) 十 (a,5) 和 旋转 变换 g: (xyesy) ( 


等 距 变 换 .计算 g。f 和 f/f，g, 并 说 明 二 者 不 相等 . 

5. 在 平面 的 一 个 右手 直角 坐标 系 中 ,证 明 变 换 (x ，y ) 二 (zx 十 y 一 3,3Zx 一 y 十 1) 是 
仿 射 变换 ,并 求 其 逆 变 换 . 

6. 在 平面 的 一 个 右手 直角 坐标 系 中 ,证 明 当 aibs 一 azb1 关 0 时 ,变换 (x ,yy ) 一 
《a1x 十 by 十 c1，azX 十 bsy 十 co) 是 仿 射 变换 ,并 求 其 逆 变 换 . 

7. 在 平面 的 一 个 右手 直角 坐标 系 中 ,证 明 变 换 (zx ,y ) 二 (zx,y)A 十 (zxo ,yo) 是 
正 交 变 换 , 并 求 其 逆 变 换 , 其 中 A 是 一 个 正 交 矩阵 . 

8. 在 平面 的 一 个 右手 直角 坐标 系 中 直线 7 的 方程 是 az 十 by 十 c 二 0, 求 平面 关于 
直线 1 的 反射 公式 . 


cos0 sin "| 


一 Sin0 cos0 
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$ 22 仿 射 变换 的 决定 定理 


1. 仿 射 变换 诱导 的 向 量变 换 


定义 22.1 设 了 是 平面 的 一 个 仿 射 变换 ,a 是 平面 上 的 一 个 向 量 , 设 a 的 
起 点 和 终点 分 别 是 A,B, 定 义 一 个 变换 把 向 量 a 映 为 向 量 f(A)f(B) , 称 为 仿 射 
变换 f 诱导 的 向 量变 换 . 我 们 仍 用 f 表示 这 个 变换 , 即 f(a)= 二 f(A)f(B)， 

平行 移动 向 量 a 使 之 起 点 和 终点 分 别 是 C,D, 由 于 AB//CD,AC/ BD, 由 
推论 21. 2 得 ， 

FFCA)7FCB)N CC)FCD),FCA)FCC)NFCB)7FCD)， 

因此 FOFDI =F0A) FBS. 
也 就 是 说 该 定义 与 向 量 的 起 点 和 终点 的 选择 无 关 , 故 定义 是 合理 的 . 

定理 22.1 仿 射 变换 决定 的 向 量变 换 具 有 线性 性 质 , 即 

(Dflatb)= fa) + f(b); 

(2) fkha)=kf(a) ,RER. 

证 (1) 把 5b 的 起 点 平移 到 a 的 终点 . 设 ae 一 A 方 ,5 一 互 G, 则 ae 十 5 一 AC. 所 
以 flatb)=fF(A) FO = FA FBI HIB FO = f(a) + fb). 

(2) 由 (1) 知 ,对 任何 正 整 数 &,(2) 成 立 . 另 外 ,由 (1), 取 a 一 8 一 0 , 知 f(0)==0 
. 取 2 一 一 2, 知 f( 一 q) 二 一 f(a), 由 此 进一步 知 对 于 负 整 数 ,(2) 也 成 立 . 对 于 


有 理 数 k= 卫 ,由 于 f(a) 二 f(m* 二 mf (去 9) ,所 以 f (一 走 f (a). 故 


f (24)=nf (0 ) = 二 fCe). 即 对 任何 有 理 数 ,(2) 成 立 . 要 证 明 对 任意 无 理 数 ， 


(2) 也 成 立 , 需 要 下 面 的 一 个 引 理 . 

对 于 非 零 向 量 a 及 实数 ,由 于 仿 射 变换 保持 直线 的 平行 性 ,因此 f (ka)// 
f(aq). 故 f(ka) 二 if (a), 这 里 1 依赖 于 k 和 a. 我 们 要 证 明 对 任意 实数 ， 
有 l=&. 

引 理 22.1 (1) 对 于 非 零 向 量 a 及 实数 ,如果 f(ka) 二 1f(a), 则 对 任意 对 
于 非 零 向 量 b, 有 f(b)= 二 1f(b), 即 1 与 向 量 a 无 关 . 

(2) 对 任何 非 零 向 量 ec, 如 果 &>>0, 则 人 >0. 

证 (1) 如 果 a,b 不 共 线 , 取 A 记 =a,AC=b,AVD=ka, A=kb. 记 A,B,C, 


和 
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D, 刁 在 下 的 象 分 别 为 A,B',C ,D' ,已 , 见 图 22-1. 由 相似 三 角形 的 性 质 , BC/ 
DE, 由 于 f 保持 直线 的 平行 性 ,因此 BC’/D'E'. 由 f(ha)==1f(a) 得 |AD'|: 
1A'B'|=1, 于 是 |A'E’| : |A'C’|=1, 即 f(8b)=1f(b). 

如 果 a,b 共 线 , 先 取 一 个 与 它们 不 共 线 的 非 零 向 量 ce, 则 有 f(kc)==1f(e)， 
再 对 c 和 五 用 结论 (1) 即 可 . 


(2) 设 >0, 设 f(Yka) 二 tf(a), 对 某 个 ,由 (1),f(ka)==f(VE(Wka))= 


tfWRa) = fa). 即 {= >0. 口 
D 
B 
A C E 


图 22-1 

现在 我 们 回 到 定理 22. 1 中 ,证 明 对 任意 无 理 数 k,f(ka) 二 kf(a),kER. 设 
flka)= 二 1f (qa), 并且 l 关 ,不 妨 设 :二 k, 取 一 个 有 理 数 1, 使 得 1 二 tk, 则 
FUR—ia) = — F000 = —2f la) = 2a L101 
0, 这 与 以 上 引 理 中 的 (2) 矛 盾 . 国 

定义 22.2 设 Pi,P;,P 是 共 线 的 三 点 ,点 已 内 分 或 外 分 有 向 线段 已 , P， ， 
设 互 态 =) PP;,X 称 为 共 线 三 点 Pi, Pi,P 的 简单 比 , 记 为 (PiP;P), 即 
PrP 
PP， 

推论 22.1 仿 射 变换 保持 共 线 三 点 的 简单 比 不 变 . 

推论 22.2 仿 射 变换 把 线段 变 成 线段 . 

推论 22.3 仿 射 变换 把 三 角形 变 成 三 角形 ,并 且 把 顶点 变 成 顶点 ,把 边 变 
成 边 , 把 内 点 变 成 内 点 . y 


2. 平面 仿 射 变换 的 决定 定理 


定理 22.2 (平面 仿 射 变换 的 决定 定理 ) 平面 上 不 共 线 的 三 对 对 应 点 唯 
一 决定 一 个 仿 射 变换 . 

证 设 A,B,C 和 A',B’,C' 是 平面 上 不 共 线 的 三 对 点 . 仿 射 变换 f 把 A 变 
成 A',B 变 成 B,C 变 成 C, 对 平面 上 任意 一 点 了 ,有 ,unER, 使 得 了 一) BA 十 
JBC. 车 记 f(P)==P', 由 于 仿 射 变换 保持 向 量 的 线性 运算 , 故 BP XB”A 十 


《有 Ye) 一 
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1B'"C .也 就 是 P' 是 唯一 确定 的 . 因此 了 由 A,B,C 和 A“,B',C' 唯 一 确定 . 口 
定理 22.3 平面 仿 射 变换 三 是 等 距 变换 的 必要 充分 条 件 是 f 保持 平面 上 
某 个 三 角形 的 边 长 不 变 . 
证 必要 性 是 显然 的 . 
充分 性 , 设 仿 射 变换 f 把 平面 上 和信 ABC 变 成 人 A'B'C', 并 且 |AB|=|1A'B’|， 
1AC|=|A'C'|,|BC|=1B'C'|. 设 Pi,P; 是 平面 上 任意 两 个 点 ,并 且 APB = 
AB+j AC ,i=1,2. 记 P!/==f(P1),Pi 二 了 (Ps), 由 于 仿 射 变换 保持 向 量 的 线性 
运算 ,所 以 AP” 一 A, AB 十 jw AT ,i 二 1,2. 显然 人 ABC 与 AA'B'C' 全 等 , 故 
BAC 二 /人 B'A'C', 因 此 有 A 方 .ACAB”. ATC ,从 而 
[APY: =2 |AB ?+2 AP .AC + IAC|? 
=X? |AB|’:+2X AB . AC+ p22 = 1AFB|’. 
APY . AP?=ANN AB +O th) AB .AC tlAC |’ 
一 人 1Xz |AB|? + ps 二 X21 ) 45 。 AC + pp IAC|? 
一 人 . AP;. 
因此 
IPP?|: =(AP?—AP?)’ 
=|AP?|:—2 AP? . AP?+|IAP?|’ 
=|AP:|:—2 AP' . AP;+|AP'|*=|PP;|’. 
即 三 保持 任意 两 点 距离 不 变 . 口 


习题 二 十 二 


1. 如 果 平 面 仿 射 变换 f 保持 两 点 A,B 不 动 , 则 它 保持 直线 AB 上 的 每 一 点 
不 动 . 

2. 如 果 平 面 仿 射 变换 了 保持 不 共 线 三 点 A,B,C 不 动 , 则 f 是 恒 等 变 换 . 

3. 平面 的 映射 了 称 为 相似 变换 ,如 果 存 在 正 数 4, 使 得 对 任意 两 点 A,B 都 有 
1f(A)f(B)|==X414B|, 4 称 为 f 的 相似 比 .证 明 相 似 变 换 是 仿 射 变换 . 

4. 证 明 平 面 上 相似 变换 的 全 体 构成 平面 的 一 个 变换 群 . 

5. 证 明 平面 的 仿 射 变换 如 果 把 半径 为 r 的 圆周 变 成 半径 为 7 的 圆周 , 则 它 是 一 
个 等 距 变 换 . 

6. 证 明 平面 的 仿 射 变换 如 果 把 圆周 变 成 圆周 , 则 它 是 一 个 相似 变换 . 

7. 证 明 平 面 的 仿 射 变换 如 果 把 三 角形 变 成 相似 的 三 角形 , 则 它 是 一 个 相似 
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变换 ， 
8. 证 明 平 面 的 仿 射 变换 如 果 保 持 垂直 关系 , 则 它 是 一 个 相似 变换 . 
9. 证 明 在 任意 仿 射 变 换 下 ,三 角形 的 重心 仍 变 成 三 角形 的 重心 ， 


$ 23 ” 仿 射 变换 与 等 距 变换 在 坐标 系 中 的 表示 


1. 仿 射 变换 在 坐标 系 中 的 表示 


定理 23.1 /是 平面 仿 射 变换 的 必要 充分 条 件 是 f 在 仿 射 坐标 系 {O;ei， 
es} 下 的 表达 式 可 以 写成 (x',y )= 二 (zx,y)A4 十 (b1,b2), 其 中 A 是 一 个 二 阶 可 道 
和 矩阵. 

证 ”必要 性 . 任 取 一 个 仿 射 坐标 系 工 :{0;e ,es} ,对 任意 一 点 PCz,y) ,我 
们 记 它 在 f 下 的 象 为 P'(zx',y). 仿 射 坐 标 系 工 在 f 下 的 象 还 是 仿 射 坐标 系 , 记 
为 /( 工 ): {0';e! ,el}. 0O 六 ==zei 十 ye ,由 于 仿 射 变换 保持 线性 关系 , 故 OP” = 
xe! 十 yez. 即 P' 在 仿 射 坐标 系 f( 工 ) 中 的 坐标 是 (zx,y). 我 们 把 从 坐标 系 到 坐标 
系 f( 了) 的 过 渡 和 矩阵 记 为 4; 则 (zx,y)= 二 (x ,y)A 7! 十 (ci,c2s), 其 中 a,c) 是 I 
的 原点 0 在 fQD 中 的 坐标 . 故 (x,y)= 二 (xyy)A 一 (cyc2)A, 记 (61,b,)= 二 一 (cy,c2s)A 
即 可 ， 

充分 性 . 设 (zx ,y ) 王 (zyy)4 十 (yp ) ,其 中 4 是 一 个 二 阶 可 逆 矩 阵 . f 显 
然 是 一 一 对 应 并 且 把 直线 映 为 直线 . 

我 们 把 以 上 矩阵 4 称 为 仿 射 变换 f 在 坐标 系 {O;ei ,es ) 下 对 应 的 矩阵 . 

容易 验证 若 f 在 某 坐 标 系 下 对 应 的 矩阵 为 A,g 在 同一 坐标 系 下 对 应 的 矩 
阵 为 B, 则 g， 了 在 该 坐标 系 下 对 应 的 矩阵 为 4B,f 的 逆 映 射 f 在 该 坐标 系 下 
对 应 的 矩阵 为 4“' (证 明 留 作 习 题 二 十 三 第 1 题 ). 口 

例 1 在 某 坐标 系 中 , 仿 射 变换 把 y 轴 变 成 直线 z “十 y 十 1=0,z 轴 变 成 直 
线 z' 一 y 一 1==0, 把 点 (1,1) 变 成 (0,0). 求 这 个 仿 射 变换 . 

解 ” 由 于 仿 射 变换 把 直线 x 二 0 变 成 直线 x 十 y 十 1=0, 把 y= 二 0 变 成 
ZX 一 y 一 1 二 0, 故 可 设 X=k(x 十 y' 十 1),y=Lx' 一 yy 一 1), 由 (xz;y)= 二 (1,1) 时 


z= 二 x 十 y 十 1 


(zy) 王 (0,0) 解 出 & 王 1, 一 一 1. 所 以 仿 射 变换 是 / / 或 
y 王 一 工 十 y 十 1 
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起 


一 一 到 
As 1 Q 
y = sl 
一 个 自然 的 问题 是 :如 果 了 在 另 一 个 仿 射 坐 标 系 开 :{Pier ,ez } 中 对 应 的 
矩阵 是 A* ,那么 4 "与 4 有 什么 关系 呢 ? 

设 坐 标 系 工 到 下 的 过 渡 和 矩阵 为 T, 则 坐标 系 F( 工 ) 到 大 开 ) 的 过 滤 矩 阵 也 
是 T( 证 明 留 作 习 题 二 十 三 第 2 题 ). 

从 上 一 个 定理 的 证 明 可 以 知道 矩阵 4 实际 上 就 是 坐标 系 工 到 f(T ) 的 过 
渡 矩 阵 ,矩阵 4 "是 坐标 系 开 到 AI) 的 过 滤 矩 阵 . 从 而 由 坐标 系 工 经 帮工 ) 到 
坐标 系 FI ) 的 过 渡 和 矩阵 是 T4, 由 坐标 系 工 经 到 坐标 系 FI) 的 过 渡 和 矩阵 是 
A*T. 故 A“*T=TA, 即 A* = 二 TAT '. 因 此 我 们 有 

定理 23.2 若 仿 射 变 换 f 在 仿 射 坐标 系 1 下 的 矩阵 是 A, 坐 标 系 I 工 到 本 的 
过 渡 和 矩阵 为 了, 则 三 在 仿 射 坐标 系 开 下 的 矩阵 是 TAT . 

推论 23.1 若 仿 射 变换 f 在 某 仿 射 坐标 系 下 的 矩阵 是 A, 则 det A 和 tr A 
只 依赖 于 仿 射 变换 f ,而 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 

我 们 把 det 4 和 tr A 分 别称 为 仿 射 变换 f 的 行列 式 和 迹 . 

定理 23.3( 仿 射 变换 的 分 解 定 理 ) ”任意 一 个 平面 仿 射 变换 可 以 分 解 为 一 
个 等 距 变 换 与 沿 两 个 互相 垂直 方向 的 压缩 变换 的 乘积 . 

证 利用 定理 23. 1 容易 验证 任意 仿 射 变换 f 把 椭圆 变 成 椭圆 (见习 题 二 
十 三 第 9 题 ). 设 C 是 平面 上 的 单位 圆周 , 则 f(C) 是 一 个 椭圆 . 以 f(C) 的 中 心 
为 原点 ,长 轴 和 短 轴 分 别 为 x,y 轴 , 建 立 直角 坐标 系 , 设 f(C) 的 长 . 短 半 轴 分 别 


为 a,b, 定 义 变换 grr (zB ) hz) (Foy) 分 别 是 向 z 轴 
和 yy 轴 的 压缩 . 显然 h，g， 了 把 单位 圆 映 为 单位 圆 ,由 习题 二 十 二 第 5 题 , 它 是 


一 个 等 距 变 换 , 记 为 , 则 f 二 g“。，h“"，。…w. 注意 g ' ,hh ' 还 是 向 zx 轴 和 y 轴 的 
压缩 , 故 结论 得 证 . 加 


2. 等 距 变换 在 坐标 系 中 的 表示 

定理 23.4 /是 平面 等 距 变 换 的 必要 充分 条 件 是 了 在 直角 坐标 系 {0;e， 
ez} 下 的 表达 式 可 以 写成 (zy ) 二 (zx,y)A 十 (6i,bs), 其 中 有 A 和 是 一 个 二 阶 正 交 
矩阵. 

证 必要 性 . 由 于 等 距 变 换 是 仿 射 变换 ,因此 f 在 一 个 直角 坐标 系 {0;ei， 
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ez} 下 的 表达 式 可 以 写成 (zy ) 王 (zy)4 十 (ii , 记 ) ,其 中 4 是 一 个 二 阶 可 斤 矩 
阵 . 设 PCz,y) 是 平面 上 任意 一 点 ,由 于 |G 户 | = |7OJ7CE7| ,我 们 有 (zyy)z， 
y)7 一 (zy)4A47Czy)I ,由 (zy) 的 任意 性 ,447 一 工 

充分 性 . 如 果 f 在 一 个 直角 坐标 系 下 的 表达 式 可 以 写成 (xz,y ) 二 (zx,y)A 十 
(Bb1 ,bs), 其 中 A 和 是 一 个 二 阶 正 交 答 阵 , 则 容易 验证 了 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 . 

一 个 二 阶 正 交 矩 阵 4 一 定 可 以 写成 4 = ( "0 或 者 A = 

sinO cosO 
( 裤 。 ”小 ,其 中 前 者 的 行列 式 等 于 1, 后 者 的 行列 式 等 于 一 1 
sin 0 cos 0 

前 者 表示 一 个 绕 原点 的 旋转 变换 ,此 时 (z',y)=(Cz,y)4 十 (如 ) 表 示 一 
个 旋转 变换 与 一 个 平移 变换 的 乘积 ( 见 第 二 十 一 节 例 2). 我 们 把 旋转 变换 ,平移 
变换 以 及 它们 的 乘积 统称 为 刚体 运动 或 保 向 等 距 变 换 . 


HL cos0 sin0 加 0 cosO SinO ， 

后 者 可 以 写 威 轨 i he ( = os 路 此 时 
(zy ) 一 (zy)4 十 (0) 表 示 一 个 关于 工 轴 的 反射 和 一 个 刚体 运动 的 乘积 . 
我 们 把 这 种 行列 式 等 于 一 1 的 等 距 变 换 称 为 反 向 等 距 变 换 . 口 


综合 以 上 的 讨论 我 们 知道 

定理 23.5( 等 距 变换 的 分 解 定 理 ) (11) 任意 一 个 保 向 等 距 变 换 ( 刚 体 运动 ) 
可 以 分 解 为 一 个 旋转 变换 与 一 个 平移 变换 的 乘积 . 

(2) 任 意 一 个 反 向 等 距 变 换 可 以 分 解 为 一 个 关于 某 直线 的 反射 和 一 个 刚体 
运动 的 乘积 . 

例 2 求 以 直线 1:xcos 0 十 ysin 9 一 p= 二 0 为 轴 的 轴 反 射 变换 . 

解 ” 设 任 一 点 PC(z,y) 的 象 为 P(x ,y), 则 P,P” 
是 关于 直线 1 的 一 对 轴 对 称 点 , 即 线段 PP' 被 直线 1 垂 
直 平 分 . 这 个 条 件 可 以 分 解 为 : 

1° PP' |/ 

2”PP“ 的 中 点 M 在 1 上 (如 图 23-1). 由 1° 得 


y—y_ sing 
7 pt ” 
下 一 还 CO&0 
即 X'sin 0 一 y cos 0 一 zsin 0 一 ycos 0. 中 
由 2 得 
Ecos 0 二 2 sin 0—p=0,， 
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即 cos 0 十 y sin 0 一 一 zcos 0 一 ysin 0 十 2 访 . ©@ 
由 外,@ 两 式 解 出 xz',y ,得 

Z' 一 一 zcos 20— ysin 20+2pcos 0， 

y 一 一 zsin 20 十 ycos 20+2psin 0. 
这 就 是 所 求 的 关于 直线 ! 的 轴 反 射 变换 式 . 回 


习题 三 二 又 


1. 设 仿 射 变换 f,g 在 某 坐 标 系 下 对 应 的 矩阵 分 别 为 人 ,如 ,证 明 g。f 在 该 坐标 
系 下 对 应 的 矩阵 为 4 刀 ， 太 的 逆 映 射 广 在 该 坐标 系 下 对 应 的 矩阵 为 A . 
2. 设 太 是 仿 射 变换 ,坐标 系 工 到 下 的 过 渡 和 矩阵 为 工 , 记 jFCI7 和 大 开 ) 为 工 和 开 

在 f 下 的 象 ,证 明 FI) 到 7( 开 ) 的 过 渡 和 矩阵 也 是 工 . 
3. 已 知 仿 射 变 换 
z 一 2z 一 3y 十 5， 
y 一 并 十 3y 一 7， 
点 OC(0,0),A(3,2),B(1, 一 4) 及 直线 1:3z 一 y 十 4 一 0. 试 求 : 
O@ 点 0,A,B 的 象 点 
四 点 O,A,B 的 逆 象 点 ; 
图 直线 1 的 象 ; 
轩 直 线 Z 的 逆 象 . 
4. 求 使 三 点 (0,0),(1,1),(1, 一 1) 变 到 三 点 (2,3),《(2,5),(3, 一 7) 的 仿 射 变换 
5. 求 仿 射 变换 ,使 二 0,y 二 0,zx 十 2y 一 1 二 0 分 别 变 成 十 y 一 0,z 一 y 一 0,z 十 
2y 一 1 一 0. 
6. (1) 求 将 点 (2,3) 变 成 点 (0, 一 1) 的 平移 变换 ; 
《2) 求 绕 原 点 的 旋转 ,使 点 (3,1) 变 成 点 (一 1,3)， 
7. 求 下 列 等 距 变 换 ， 


OD 统 原点 旋转 0 一 了 x， 再 按 向 量 (2 一 1) 平 移 ， 


@ 绕 原点 旋转 0 一 一 了 x， 又 要 使 点 (0, 一 1) 变 为 点 (一 2 十 V3, 一 1 一 2). 


. 求 以 下 列 直线 为 轴 的 反射 变换 : 
@y=c(c 是 常数 ); 
@y=z; 


oo 
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@az 十 py 十 c= 王 0 〈c: 十 内 天 0). 


9. 证 明 仿 射 变换 一 定 把 椭圆 变 成 顶 圆 ,把 双 曲 线 变 成 双 曲 线 , 把 抛物 线 变 成 拢 
物 线 . 


$ 24” 仿 射 变换 的 其 他 性 质 


1. 仿 射 变换 的 面积 系数 


定理 24.1 平面 上 两 个 封闭 图 形 的 面积 之 比 , 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 . 

证 ”因为 平面 图 形 的 面积 可 以 用 平行 四 边 形 面 积 之 和 来 通 近 ,而 每 个 平行 
四 边 形 又 可 分 为 两 个 三 角形 ,因此 只 需 证 明 任意 两 个 三 角形 面积 之 比 ,在 仿 射 
变换 下 保持 不 变 . 我 们 在 笛 氏 直角 坐标 系 下 来 证 明 ， 

设 人 PP, P; 的 各 顶点 P; 的 坐标 为 (x;，yi;) vi 二 1,2,3, 则 人 PiP:P; 的 面 
积 为 
Zi V1 1 


SAP P,Pp, 一 也 zz yy 1 的 绝对 值 . 


x Yy 1 
由 定理 23. 1, 经 仿 射 变换 后 , 八 Pi P,P 变 成 为 AP;!P;:P;. 设 P! 的 坐标 为 (x!， 
y/),i 二 1,2,3, 则 有 

zf = anzi arnyit+ bh, 

网 = CizXi 十 Cozyi 十 02。 
于 是 人 AP;!P;P; 的 面积 为 


x! 六 1 
Sapir; = 亏 zz yz 1| 的 绝对 值 

zs ys 1 
anzitaaytbh awxtazytb, 1 

= 也 az 十 aiy 十 2 aiwzzz 十 azzs Ys 十 bp。 1| 的 绝对 值 
aunzxsTanys+h azzs 十 azzys 十 D2 1 
wy Wid an az 0 

一 方 TX2 VY 1 CQ21 GQ22 0 的 绝对 值 
Wi 4 WB 1 
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= |anaw — Qa | SAmPP ， 
所 以 
SAPipjp 加 
Si =| aiiazs — dwar |. 
等 式 右 端 是 一 个 常数 , 即 仿 射 变换 的 系数 行列 式 的 绝对 值 , 它 与 三 角形 无 关 , 是 
由 仿 射 变换 完全 决定 的 . 因此 对 于 另 一 个 人 QQ;Q; 与 它 的 象 人 AQiQzQ; 的 面积 
比 也 有 


a 
“QQ _ 
S | CaliQ22 Cl2C21 |。 

人 Qi Q, 8, 


所 以 得 
SAPPP， Sapipips 
SAQ, QQ, 轩 S ages 
推论 24.1 ”在 一 个 仿 射 变换 下 ,任意 一 个 封闭 图 形变 换 后 的 面积 S 与 变 
换 前 的 面积 S 之 比 是 一 个 常数 . 即 仿 射 变换 的 行列 式 的 绝对 值 . 我 们 把 这 个 常 
数 称 为 仿 射 变换 的 面积 系数 . 
证 由 定理 24. 1 ,在 一 个 直角 坐标 系 下 ,这 个 比值 是 系数 矩阵 的 行列 式 的 
绝对 值 , 再 由 推论 23. 1 ,该 行列 式 只 与 仿 射 变换 有 关 而 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 口 


2. 仿 射 变换 的 不 动 点 和 不 变 直线 


在 给 定 仿 射 变换 下 , 若 一 个 点 和 它 的 象 点 重合 , 则 称 该 点 为 给 定 仿 射 变换 
的 不 动 点 ; 若 一 条 直线 和 它 的 象 直线 重合 , 则 称 该 直线 为 给 定 仿 射 变换 的 不 变 
直线 . 注意 ,并 不 要 求 不 变 直线 上 的 每 一 点 都 是 不 动 点 . 

例 1 求 仿 射 变换 


et 


Xx 一 2 站 十 2 一 了 
| 和 一 各 W 站 演 
2 2 


的 不 动 点 和 不 变 直线 . 
解 ” 设 不 动 点 为 (z,y);, 则 (xz,y) 的 象 点 (x ,y ) 仍 为 (zx,y). 于 是 zx,y 是 下 


列 方程 组 的 解 : 
[ = 2z 十 27y 一 1， 


3 3 
2 一 一 了 Z 2 十， 


第 五 章 平面 的 仿 射 变换 与 等 距 变 换 185 


i | 


ee 
所 有 适合 方程 + 十 2y 一 1 二 0 的 x,y 都 是 上 述 方程 组 的 解 . 故 所 给 仿 射 变换 有 无 
穷 多 个 不 动 点 ,它们 组 成 一 条 直线 zx 十 2y 一 1=0. 或 者 说 直线 x 十 2y 一 1 二 0 上 
的 每 一 点 都 是 不 动 点 (直线 x 十 2y 一 1 二 0 当然 是 一 条 不 变 直 线 ,但 还 可 能 有 其 
他 不 变 直线 )， 

设 不 变 直线 为 Ax 十 By 十 C=0, 于 是 它 的 象 直 线 仍 为 Ar 十 By 十 C=0, 也 
就 是 直线 Ax' 十 By 十 C=0 的 逆 象 是 Ar 十 By 十 C= 二 0, 即 


Al2x 二 2y 一 1) 十 B( 一 也 x 一 2y 十 隐 ) 十 C 一 0 


与 Az 十 By 十 C=0 
表示 同一 条 直线 ,于 是 有 


分 别 由 第 一 个 等 号 和 第 二 个 等 号 得 到 
24B — 沁 B’ = A — 2AB, 


即 2A 一 4AB 二 了 B! 一 0， . 0 
2AC 一 2BC 一 一 AB 十 福 忌 十 BC， 
即 3B:—AB+3BC—2AC=0. @ 


由 四 解 得 A= 也 B, 或 A 一 广 B. 


将 A= 字 B 代 入 加 ,得 卫 B' 一 六 B* 十 3BC 一 3BC 一 0, 即 B,C 任意 . 


将 A= 方 B 代 入 加 ,得 B=0,C 任意 (此 时 A 亦 为 零 , 舍 去 ), 或 C= 一 去 B. 


由 A= 访 B 及 B,C 任意 ,得 不 变 直线 


Br By 二 C=60; 
可 以 化 成 3z 十 2y 十 1 一 0. (4 是 参数 ) 
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由 A 一 坟 B,C 一 一 方 B, 得 另 一 条 不 变 直线 


1 1 
FBr 十 By 一 也 也 E Ws 
可 以 化 成 zt+2y—1=0. 口 
3. 二 次 曲线 的 仿 射 等 价 


我 们 在 笛 氏 直角 坐标 系 中 讨论 ,二 次 曲线 ( 即 坐标 满足 二 次 方程 的 点 的 轨 
迹 ) 在 仿 射 变换 下 的 象 , 仍 是 二 次 曲线 . 
如 果 两 个 图 形 ,能 够 经 过 仿 射 变换 ,从 一 个 变 成 另 一 个 ,我 们 就 称 它 们 是 仿 


射 等 价 的 . 不 难 证 明 :所 有 的 酉 圆 扫 十 点 一 1 都 与 单位 圆 之 十 光一 1 仿 射 等 价 ; 
所 有 的 双 曲 线 太一 各 一 1 都 与 等 轴 双 曲线 x 一 六 一 1 仿 射 等 价 ;所 有 的 抛物 线 


光一 22z 都 与 抛物 线 y* 一 2z 仿 射 等 价 ;所 有 的 相交 ( 实 ) 直 线 瑟 一 占 一 0 都 与 
心 一 光一 0 仿 射 等 价 . 


习题 二 十 四 


1. 求 仿 射 变换 ,使 直线 十 2y 一 1 一 0 上 每 一 点 骨 为 不 动 点 , 且 使 (1, 一 1) 变 为 
(==); 
2. 求 下 列 仿 射 变换 的 不 动 点 及 不 变 直 线 : 
元 一 7z 一 yy 十 1， 
te 
ol, Std 
二 
3. 已 知 仿 射 变换 
区 一 3z 十 4y 一 12， 
Ce 
求 直 线 7z 一 2y 一 24 一 0 上 的 点 ,使 该 点 经 过 上 述 变 换 后 的 象 仍 在 这 条 直 
线 上 . 
4. 已 知 仿 射 变换 
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zz: 一 2z 十 y 一 2 
y =2—y=y 
及 点 A(1,1), 试 求 过 及 点 的 直线 ,使 其 象 仍 过 A 点 . 
5. 试 拟 出 三 个 仿 射 变换 的 代数 表示 式 , 使 它们 分 别 有 一 个 不 动 点 ,有 无 穷 多 个 
不 动 点 组 成 一 条 直线 及 没有 不 动 点 (要 求 所 拟 仿 射 变 换 尽 可 能 地 简单 ). 
6. 在 直角 坐标 系 中 , 间 下 列 各 曲线 经 过 给 出 的 仿 射 变换 后 , 变 成 何 种 图 形 ? 


PP i x =2zx—=Yy, 
Oz 了 4 经 过 仿 射 变换 | 一， 
4 Dy 
@x* 一 2y 十 1 一 0, 经 过 仿 贡 变质 | 
y =37X—y—1; 
(= 1 
@z 十 光一 1, 经 过 仿 射 变换 | 和 
y 一 4y 一 2. 


7. 证 明 构图 五 十 扣 一 1 与 图 xz? 十 y* 一 1 仿 射 等 价 ; 双 曲 线 五 一 的 一 ] 与 等 轴 肥 


曲线 xz? 一 y? 二 1 仿 射 等 价 ;抛物 线 二 2px 与 抛物 线 多 一 2z 等 价 ;相交 直线 
2 2 


六 一 友 一 0 与 下 一 多 一 0 仿 射 等 价 ， 


$ 25 仿 射 坐标 系 及 图 形 仿 射 性 质 的 应 用 


1. 仿 射 坐标 系 的 应 用 举例 


由 于 平面 仿 射 坐标 系 不 要 求 二 坐标 轴 互 相 垂直 ,也 不 要 求 两 个 轴 上 的 长 度 
单位 相等 ,与 笛 氏 直角 坐标 系 相 比 , 要 求 大 大 地 放宽 了 ,这 就 给 建立 仿 射 坐 标 系 
带 来 很 大 方便 . 

我 们 先 列 出 在 仿 射 坐标 系 中 与 在 笛 氏 直角 坐标 系 中 相同 的 一 些 表 示 式 . 

(1) 定 比分 点 公式 


P 是 线段 已 , PE， 上 一 点 , 且 蕊 一 (光一 1) ,已 委 Pi (a » Vi) P22 ;yz ), 则 


分 点 卫 的 坐标 (zy) 为 
z= + _ 于 十 oa 
he Nac 1 十 1 


(2) 直 线 方程 
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过 Pi(zi,y1) 和 Pz(zsyy) 的 直线 方程 (两 点 式 ) 为 


光一 抱石 
Ts I | 


特别 地 , 当 PiP;/y 轴 ( 即 zz 一 Zi) 时 ,直线 方程 为 
X= Xl. 

当 PiP; A 轴 ( 即 y% 三思) 时 ,直线 方程 为 
yy— Mis 


过 点 A(a,0),B(0,5) 的 直线 方程 为 


a 
一 般 地 ,直线 方程 为 一 次 方程 
Az 十 By 十 C 一 0， 
反之 ,一 次 方程 必 表 示 直 线 . 
(3) 已 知 三 直线 0 :Aizx 十 Biy 十 Ci 二 0,ls:Azx 十 Bzy 十 Cz 二 0, 则 
Bea 
和 Nae 色 = 隶 关 已. 
(4) 三 角形 的 面积 公式 
设 ACzw),Bzyy),CGzyy), 则 和 ABC 的 面积 是 


ro yl 1 


Sme 一 去 1x。 y。 1| 的 绝对 值 个 面积 单位 . 
wy 号 1 
由 此 可 得 三 点 A,B,C 共 线 的 充 要 条 件 是 
Xi Wi 1 
a ww |= 0 
vt 


注 1 如 图 25-1, 设 OO 为 坐标 原点 ,D A(xi,y') 
和 下 分 别 为 z 轴 和 轴 上 的 单位 点 ,以 OD 
和 OF 为 邻 边 的 口 ODEF 的 面积 为 该 仿 射 
华 标 系 中 的 面积 单位 ,例如 图 中 OGBH FOODL re 7 
的 面积 就 是 TX2Y2 个 面积 单位 . 

注 2 和 直角 坐标 系 中 一 样 ,A, B,C : 
的 顺序 是 逆 时 针 方向 时 ,上 述 三 阶 行列 式 《。 DO 6G 
的 值 为 正 , 顺 时 针 方向 时 则 为 负 . 


C(xi 3) 
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仿 射 坐标 系 中 的 公式 也 有 和 直角 坐标 系 中 不 同 的 ,例如 直角 坐标 系 中 两 点 
间 的 距离 公式 及 点 到 直线 的 距离 公式 在 仿 射 坐标 系 中 就 不 再 适用 . 

由 上 可 知 ,一 般 在 证 明 有 关 平 行 、 共 线 点 、 共 点 线 . 平 行 线段 的 比 、 图 形 面积 
的 比 等 仿 射 性 质 的 问题 时 ,选用 仿 射 坐标 系 要 方便 得 多 ,但 在 与 距离 和 角度 有 
关 的 问题 中 , 仿 射 坐标 系 不 如 直角 坐标 系 方便 . 

例 1 人 A 是 一 个 固定 角 ,B,C 分 别 在 人 A 的 两 边 y 


上 变动 ,使 二 十 元- 为 定 值 ,求证 BC 通过 一 个 定点 . coo.a 


分 析 当 B,C 两 点 在 角 的 两 边 上 变动 时 ,直线 BC 
的 方程 也 跟着 变化 ,因此 如 能 使 B,C 两 点 的 坐标 简单 ， 4(0,0) B(b,0) * 
则 BC 的 方程 也 就 简单 .于 是 想到 取 角 的 两 边 为 二 坐标 
轴 ; 建 立 仿 射 坐标 系 ,如 图 25-2. 于 是 有 A(0,0), 设 
B(b,0),C(0,c)，, 则 BC 的 方程 为 


图 25-2 


-十 之 二 1, O 


c 


|B 


m1 Ts 4 
由 题 设 让 十 起: 一 m( 定 值 ) 得 


i ©@ 
c 


| 一 


I 


比较 和 加 ,得 ( 却 , 却 满足 方程 (1) , 即 BC 通过 定点 (元 , 广 )， 口 


例 2 已 知 线段 AB 的 中 点 M, 从 AB 上 另 一 点 C 向 AB 的 一 侧 作 线 段 
CD , 令 CD 的 中 点 为 N ,AD 的 中 点 为 P,MN 的 中 点 为 Q. 求证 PQ 平分 BC. 
(1978 年 全 国 数学 联赛 试题 ) 

分 析 本题 只 涉及 若干 线段 的 中 点 ,因此 原始 点 的 坐标 设 得 越 简单 ,计算 
就 越 方便 . 于 是 想到 建立 仿 射 坐 标 系 . 

y 证 ”以 C 为 原点 ,CB 为 zx 轴 ,CD 为 y 轴 建 


时 二 
mm 


ps 立 仿 射 坐标 系 ( 如 图 25-3). 于 是 C(0,0). 设 点 
, A(a,0),B(b,0),D(0,d), 由 中 点 公式 得 
N a+b ,| d a+i+b ad 
Mo 0 
4 5 ME = 设 68 激 中 点 为 E, 则 思 为 (多 0) 票证 
图 25-3 


PQ 平分 CB, 只 需 证 P,Q;E 三 点 共 线 ,由 
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a d 
en 
wtb 
有 3 1| 二 ”0 
b 
WL 
得 证 . 图 
» 例 3 梅 尼 劳 斯 (Menelaus) 定 理 设 和 7,Z 


分 别 是 AABC 三 边 BC ,CA,AB 或 其 延长 线 上 的 
点 , 则 X,Y,2Z 三 点 共 线 的 充 要 条 件 为 


XB YC .ZA 
XO AT 2 


分 析 为 了 便于 运用 定 比 分 点 公式 , 先 将 条 件 


= 1. (25. 1) 
C(1,0) 


B(0,0 XX x a 
人 y (25. 1) 改 用 定 比分 点 的 形式 表示 . 
25-4 记 嫩 一 4, 久 一 经 一 ， 于 是 条 件 (25 


变 成 
Nw = 一 1 或 1 十 Nw = 0. 
本 题 只 涉及 定 比 分 点 及 三 点 共 线 ,因此 车 原始 点 的 坐标 设 得 越 简 单 , 计 算 
就 越 方 便 , 于 是 想到 建立 仿 射 坐标 系 . 
证 以 B 为 原点 ,BC 为 x 轴 ,BA 为 y 轴 ,C 为 xz 轴 上 的 单位 点 ,A 为 y 轴 
上 的 单位 点 建立 仿 射 坐标 系 ( 如 图 25-4). 于 是 有 BC(0,0),C(1,0) ,A(0,1). 由 定 


比分 点 公式 得 X(T 和 i0)， ¥ (EF IT 轩 ):2(0:T 和 小 出 


lA . I 
a 避让 这 1 
Tg 1 (1DC+p + 
1 
Ly : 
得 区 三 点 共 线 全 1 十 1 一 0. 口 


例 4 在 八 ABC 三 边 AB,BC,CA 上 分 别 有 和 顶点 不 重合 的 任意 三 点 M ， 
K 和 工 . 试 证 AAML ,AMBK, AKCLI 中 至 少 有 一 个 三 角形 的 面积 不 大 于 


AABC 面积 的 工 . (第 8 届 国 际 中 学 生 数学 竞赛 题 ) 
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分 析 这 是 一 个 关于 多 个 三 角形 面积 比 的 问 
题 ,因此 若 诸 顶点 的 坐标 设 得 越 简单 ,计算 起 来 越 方 
便 . 于 是 想到 建立 仿 射 坐标 系 . 

证 以 B 为 原点 ,C 和 A 分别 是 xz 轴 和 y 轴 上 
的 单位 点 ,建立 仿 射 坐标 系 ( 如 图 25-5). 于 是 有 
BC(0,0),C(1,0), A(0,1). 设 Kla,0), M (0,5)， 
Llc,1 一 c) (因为 L(z,) 在 AC:zx 十 y 二 1 上 ,所 以 设 B(0,0) K(a,0) CGO “ 


Z 一 c, 则 y= 二 1 一 c) ,这 里 0 过 a,b,c 达 1. 图 25-5 
AABcC 的 面积 仍 记 为 AAABC. 由 三 角形 面积 公式 得 
us Ua 
AAML = 沁 |0 6 1|= 半 ecG 一 已， 
T=—e¢ 1 
Wo 
AMBK 一 亏 0 0 1|= 去 ab， 
0 1 
a 0 1 
AKCL = 也 1 = 去 (1 一 2) (1 一 0)， 
"= 
i 
yt 
2 2 
1 0 1 


假设 前 三 个 三 角形 的 面积 都 大 于 子 人 ABC, 则 有 


AAML . AMBK . AKCL > (AABC) ， 


即 
1 3 
abe(1—a)(l —W(1—e) > (4 | (Cx) 
1 1 AN 1 
但 <(1 一 2) 委 才 ( 这 是 因为 a ad 宇 0, 故 4 一 4 碾子 ); 同 理 
6(1 一 已 入 二 ,ec 一 c) 和 于 ,与 (* ) 矛 盾 ,命题 得 证 . 口 


2. 图 形 的 仿 射 性 质 在 初等 几何 中 的 应 用 
我 们 把 图 形 经 过 仿 射 变换 保持 不 变 的 性 质 和 量 , 称 为 图 形 的 仿 射 性 质 . 例 
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如 三 点 共 线 .三线 共 点 ` 二 直线 平行 . 共 线 三 点 的 简单 比 .二 平行 线段 的 比 、 两 个 
平面 封闭 图 形 面 积 的 比 等 都 是 图 形 的 仿 射 性 质 ,而 线段 的 长 度 、 角 度 、 图 形 的 面 
积 都 不 是 仿 射 性 质 . 

例 5 正方 形 的 下 述 性 质 中 哪些 性 质 是 仿 射 性 质 ? 

(1) 对 边 平行 (是 ); (2) 四 角 相 等 (不 是 ); 

(3) 四 边 相 等 (不 是 ); (4) 对 角 线 互相 平分 (是 ); 

(5) 对 角 线 相等 (不 是 ); (6) 角 被 对 角 线 平分 (不 是 ); 

(7) 对 角 线 把 正方 形 面积 四 等 分 (是 ); 

(8) 对 边 相 等 (是 ); (9) 对 角 线 互相 垂直 (不 是 ). 口 

如 果 一 个 特殊 图 形 具 有 某 个 仿 射 性 质 , 则 由 该 图 形 经 过 任意 仿 射 变换 所 得 
到 的 图 形 ,也 一 定 具 有 这 个 性 质 . 因此 对 于 一 个 只 涉及 某 个 一 般 图 形 的 仿 射 性 
质 的 命题 ,我 们 可 以 通过 仿 射 变换 ,将 一 般 图 形变 成 一 个 特殊 图 形 ,只 要 对 于 这 
个 特殊 图 形 证 明 命题 成 立 , 则 对 于 原来 的 一 般 图 形 命题 也 必定 成 立 . 而 对 于 特 
殊 图 形 证 明 命题 成 立 ,往往 要 容易 得 多 . 

我 们 又 知道 ,任意 三 角形 和 任意 平行 四 边 形 都 可 以 经 过 仿 射 变换 ,把 它们 
分 别 变 成 正三 角形 和 正方 形 , 任 意 梯形 可 以 变 成 等 腰 梯 形 . 因此 初等 几何 中 关 
于 任意 三 角形 ,平行 四 边 形 和 梯形 的 命题 ,只 要 这 个 命题 所 涉及 的 全 部 是 仿 射 
性 质 ,那么 我 们 就 可 以 将 它们 化 成 正三 角形 (或 其 他 特殊 三 角形 )、 正 方形 及 等 
腰 梯 形 的 相应 的 命题 来 解决 . 

例 6 在 人 ABC 三 边 BC,CA,AB 上 顺 次 取 三 点 工 ,M,N ,使 


EC ANNA * NB 
试 证 AABC 与 ALMN 有 相同 的 重心 . 
分 析 因为 三 角形 的 重心 和 共 线 三 点 的 简单 比 是 仿 射 性 质 ,所 以 我 们 只 要 
对 正三 角形 ABC 证 明 上 述 命题 就 行 了 . 相应 的 命题 为 : 


pe BL_CM_AN . 
已 知 AB==BC= 二 CA( 如 图 25 6) ,Fe MA NB: 则 和 ABC 与 ALMN 重 
心 相 同 ， 


证 由 已 知 条 件 得 AN==BL==CM,AM=BN 二 CL, 又 因为 A= 人 B= 
C, 所 以 AANMSABLNSACML ,于 是 有 MN=NL=LM, 即 ALMN 亦 为 
正三 角形 . 

设 O 为 正三 角形 ABC 的 重心 , 故 O 亦 为 外 心 ,于 是 有 OA 二 OB 二 OC. 又 0 
亦 为 内 心 , 故 NAO=LBO=MCO, 所 以 AONAS 宇 AOLB 实 AOMC ,于 是 
ODN=OL=OM, 即 OO 为 正三 角形 LMN 的 外 心 亦 为 重心 . 口 
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例 7 试 证 对 于 平面 上 任 一 椭圆 ,都 存在 一 个 仿 4 
射 变换 ,可 将 它 变 成 圆 . & 
证 “我们 在 笛 氏 直角 坐标 系 中 来 研究 这 个 问题 ， Wy 
建立 一 合适 的 坐标 系 , 使 已 知 椭圆 具有 标准 方程 NN rr 
和 Po 
6 a a 
2 a” 1 个 
即 Z 十 灰 ? Ta. ee 
只 要 取 仿 射 变换 
| 和 a @ 
J b> 
就 可 将 @ 变 成 圆 
rz? 十 y? 一 = 0 


这 样 ,对 于 有 关 椭 圆 的 仿 射 性 质 的 命题 ， 都 可 以 转 到 对 圆 的 有 关 册 
决 .下面 我 们 用 仿 射 性 质 来 求 椭圆 的 面积 . 


例 8 求 椭圆 夺 十 次 二 1 的 面积 . 


解 已 知 椭圆 经 过 仿 射 变 换 ( 上 例 中 的 @) 变 成 
半径 为 a 的 圆 . 椭圆 的 中 心 0(0,0) 及 相 邻 二 顶 
点 Ala,0),B(0,5) 在 该 仿 射 变换 下 的 象 分 别 为 
OC0,0),Ala,0),B'(0,a)( 如 图 25-7), 由 于 仿 射 变 
换 保 持 两 图 形 面积 之 比 不 变 , 于 是 有 


Smm Sm ， 
SAoaB SAOAB 25-7 
即 Summ = na 9 
二 2 
2 2° 
得 护林 加 一 TQD 加 
习题 二 十 五 


1. 在 AABC 中 ,D,E 分 别 在 边 BC 及 CA 上 ,BD= 计 BC,CE 一 寺 CA,AD 与 


> 


a 
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BE 交 于 G. 求证 GD 地 AD,GE 一 所 BE. 


。 试 用 仿 射 坐标 系 证 明 塞 瓦 (Ceva) 定 理 : 设 P,Q,R 分 别 是 八 ABC 三 边 BC， 


CA,AB 或 其 延长 线 上 的 点 , 则 AP,BQ,CR 三 线 共 点 的 充 要 条 件 为 
PB QC RA 


PC “QA "RB -4 


. 在 AABC 中 ,PP 为 BC 边 上 任意 一 点 ,PE//BA,PF//CA, 若 Sangc 二 1, 证 明 


SABPpF ,Sarce ,Sapear 中 至 少 有 一 个 不 小 于 全. (1984 年 全 国 中 学 生 数 学 竞赛 
题 ) 


. 判断 下 列 哪些 是 仿 射 性 质 ,并 说 明理 由 . 


(1) 线 段 中 点 ;(2) 点 的 轴 对 称 点 ;(3) 点 的 中 心 对 称 点 ;(4) 三 角形 的 重心 ;(5) 
三 角形 的 重心;(6) 三 角形 的 内 心 ;(C7) 不 成 位 似 的 二 相似 三 角形 . 


;在 仿 射 变换 下 菱形 的 哪些 性 质保 持 不 变 , 哪 些 性 质 可 能 改变 ? 
- 将 三 角形 每 边 三 等 分 ,然后 将 分 点 与 对 顶 相连 ,相交 得 一 六 角形 , 试 证 这 个 六 


角形 的 三 条 对 角 线 共 点 ， 


. 试 证 梯形 上 下 底 中 点 的 连 线 与 两 腰 所 在 直线 共 点 . 
. 试 证 自 椭圆 内 接 三 角形 的 顶点 作 椭 图 的 切线 ,又 得 外 切 三 角形 ,如 果 这 两 个 


三 角形 有 两 对 边 对 应 平行 , 则 第 三 对 边 亦 平行 . 


. 试 证 椭圆 的 内 接 平行 四 边 形 的 对 角 线 交点 必 为 椭圆 的 中 心 , 且 它 的 二 邻 边 分 


别 与 糊 图 的 一 对 共 罗 直 径 平行 . 


10. 试 证 存在 一 个 与 三 角形 三 边 都 在 中 点 相 切 的 糖 加. 
11. 在 梢 贺 五 十 扣 一 1 上 取 两 点 PCz ,hi)，P,( 击 , 风 ) 过 中 心 O 作 前 线 平分 


扇形 PiOP: 的 面积 , 求 此 直线 的 斜率 . 


部 分 习题 答案 


习题 一 
1. AB= 地 (a 一 b) ,BC 一 坟 (a+)， 
5= 广 (6 一 0) ,DA 一 一 六 (at+bb). 
2. 本 = 计 (41-21) ,C= 二 (21 一 41). 
vk OB=3(r tntn). 
17. c=A(|blat+lalb) G0). 
引 :是 三 
4. 20. 
5., -19,areeos(-- 几 ). 
6， 一 拉 . 
7， 土 训 . 
习 ' 题 “于 
3. 等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 ab 
4. a//b. 
6，a/b 时 , 尺 任 意 ;aXb 时 ,== 士 1. 
习 题 四 


5,，ajlc 或 a//b. 

11. 等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 :Da lb,c1b, 或 @al b,a// ec. 
12. 等 式 成 立 的 充 要 条 件 为 a,b,c 两 两 互相 垂直 . 

16. 3(a,b,c). 
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(3,22, 一 1) 和 (37,36,35). 
《一 47 一 So 8) 
(3,4,4). 


i; V149 及 广 V361. 

10. a* b=1l,la|l= V70,|b|= V14, 
二 IJM5 

Zas b) arccos (0 } 


© 


11. (6, 一 3, 一 3) 和 36. 
i m= = 有 U2 De dl6y, 
图 一 2 和 一 2; 图 (3,4，, 一 50) 和 (一 1,2, 一 1) 


i 人 站 


5 

14，@ 不 共 面 ; 加 共 面 ,c 一 去 a 十 卫 b; @ 共 面 ,不 能 . 

16 加 

1 4 

18. cose-- 让 | cos p= COS ns 
习 题 六 


2. alz—a)tb(y—b)+e(z—c)=0. 
© zr—a=0; @ cy—bz=0, 
©@ (yi—y)r— nz)yt+ry — zr =0; 


Ca 


©@ (zi1—z2)z— (TO— x2) zz — x2zi=0. 
= 
5. 家 证 六 | 攻 


元 二 商人 这 


Ta 32 Zo 
7. zy—1=0. 
5z 一 27y 十 zx 一 5 一 0， 
9，27z 一 6y 十 zx 一 1 一 0. 


Ya 
10, 二 abc 


党 
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1 2 5 
2 © z=y=%3 
@ 平行 于 z 轴 的 直线 2 一 2 一气 
9 ye sr 过 二 各 十 3 之 
WO 
4. DI; ®@/. 
5. 6. 
6: D=3 
7. B=—6,D=—27 
9. DDi=D;=0; @Al= 二 =A: 二 0,D1,D; 不 全 为 零 ; 


@ 好 = 好,B ,B, 都 不 为 零 ; 


习 题 八 


1. 垂直 于 zy 面 的 平面 :x 一 6y 十 8 二 0; 
垂直 于 yz 面 的 平面 :5y 一 z 一 9 二 0; 
垂直 于 zz 面 的 平面 :5zx 一 6z 一 14 二 0. 

2. z—2y—1=0. 

3. 77 一 2y 一 2z 十 1 一 0， 


8 一 上 
5， 人 中 异 面 ; @ 共 面 ,不 垂直 ,不 平行 ; 
鲜 共 面 ,垂直 ; 国共 面 ,平行 . 
6。 y—z=0; 7Z 十 y 十 z 一 0. 
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8. 记 Po(a,b,c) ,Pilai ,bi yc), Po (az ,bz ycs) ,SS= (l,m nm), 
S; = (ls ,m2 ,722 ). 
(了 一 Po ,Pi—P ,S$)=0, 
(了 一 Pu ,PP 一 Pu ,Sz:) 一 0; 
@P=P,+z(S, Xx S$,). 
9. 相交 售 Am 十 Bn 十 C 关 0; 
平行 Am 十 Bn 十 C==0,Aa 十 Bb 十 D0; 
重合 舍 Am 十 Bn 十 C==0,Aa 十 Bb 十 D=0. 
10. i(z—zo)Tm(y— yo)Tn(z—20)=0; 
A(zx—zo)+B(y— yo)+C(z—z0)=0. 
wa yy—b Le 
11. A B C |=0, 
l m n 
15. |A|=|1B| 以 及 |A|=|1B|=|Cl. 
16. arcsin (73) 
17。 Xz 一 z 十 2 二 0 及 zr 十 20y 十 7z 一 6 二 0. 


习 题 九 


志 Q@Q- 南 cc 一 22+3zD 一 om 在 凡 封 限 ; 


四 二 Cz 一 2 一 2 四 一 0 在 了 [ 卦 限 . 
2. DBE, Wi, @E 


aa. 


9? 3 
3 四 同 侧 ; @ 异 侧 ; 图 不 在 ; 四 在 . 
4. 1D;— Di| 
VA'TB TC 
5. Azr+By+Cz+ 全 =0， AzrtByt Crt =0. 


4 

6 (09, 一 也 ,0) 及 (0, 一 8,0), 

7。，4zx 一 2y 十 20z 十 9 二 0 及 32x 一 16y 一 8z 一 33 二 0, 第 一 个 平分 面 位 于 原点 所 在 的 二 面 角 内 . 
10. DF; OF. 


| 
11. 让 6, 


12. 
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2z 十 y 十 2z 一 6 一 0， 

区 一 4 十 2 一 17 王 地 

7 元 一 09 一 2 一] 一 0， 
27z 一 5y 十 14z 十 10 一 0. 


DME , 公 得 线 | 
加 5, 公 于 线 | 


习 题 十 


四 中 心 (1, 一 2,3) ,半径 6; 
四 中 心 ( 一 4,0,0) ,半径 4. 
@z 十 (> 一 4)2 十 (z 十 1)2 一 21; 


四 屏 十 郊 十 于 一 本 一 23 一 二 = 一 0 


@(z 一 3) 十 (7 一 3)2 十 (z 一 3)2 一 9 及 
(z 一 5)2 十 (y 一 5)2 十 (z 一 5)2 一 25; 
图 (zxz 一 zo) 十 (0y 一 为 宕 十 (zxz 一 二 六 一 声 3# 
国 刀 十 到 十 对 一 8z 一 5 一 0. 
2z 十 2y 十 zx 一 9 一 0. 
ho (mi ro me) 


¥ /RT 
记 两 球 心 的 距离 d= V(xzo 一 zi 下 (ys 一 y)? 十 (zs 一 Zi) 
则 外 离合 < 全 Ri 十 Ra: ; 
外 切合 d= 二 Ri 十 R,; 
相交 SRi 十 R; 二 d 二 |Ri 一 R;|; 
内 切合 d 一 |R 一 R;|; 
内 含 Sd 过 |Ri 一 R;|. 
(zx 一 R)? 十 (y 一 R)?* 十 (z 一 R)* 二 R'(R 为 参数 )， 
球 心 轨迹 为 x 二 y= 二 xz. 
13z? 十 0y 十 5z* 一 4zy 一 6xz 一 12yz 一 56 二 0， 
13z2: 十 10 光 十 5 对 一 4zy 一 6zz 一 12yz 一 5 一 0. 
27? 十 2y :十 2z: 一 2Ty 一 2yz 一 2zz 一 3 二 0. 
11z: 十 11y 十 23z: 一 32zy 十 16zz 十 16yz 一 6z 一 60y 一 186z 十 342 一 0. 
。 Zy 十 yz 十 xz 一 0. 
51z? 十 51 罗 十 12z2: 十 104zy 十 52zz 十 52yz 一 518z 一 516y 一 252z 十 1279 王 0. 
. 二 平行 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D 士 WA 十 束 十 G 一 0， 
[A(z 一 zo) 十 B(y 一 ‰) 十 C(z 一 z0) 了 了 
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一 Sin2ax(A2 十 有 十 CC 一 zo72 十 (一 为 ) 十 (zc 一 加) 二 。 
习题 十 一 


1 T=0. 
2. Dy=2z; @zry+i+zrz— yz—z =4; 
@4z’ 二 25y 十 z? 十 4xy 一 20x 一 10z 二 0. 


3。 (z- 三 ) +( 盖 于) =e. 

4。， 中 对 于 zy 面 :2z: 十 5 光一 25， 
对 于 yz 面 :3y’: 一 2z* 二 一 25， 
对 于 zz 面 :3x: 十 5z: 二 100; 


@4 好 十 寺 光 一 4 全 0， 
4z 一 12 一 地 
z 三 zx? 十 2. 

5. Dky:—2pzr=0; 
@zx’+2—z(yt+a)=0; 
(3z+4z)’ +25y =25(z+3)?. 

6. 1l5zx*—9y—10z:—10xy=0. 

3 

T dy 一 了 5 一 [一 一 =) ; 
Dbz—cy) (xz 一 c 并 一 (az 一 cZ)3 

8. D4z’:+9(y 二 z:)=36; 

@y=4p (rz ); 

@(z 二 Ty 二 2 二 3)*==16(x!: 二 Tz ); 

Oz (FE) =a ,yz tr)=a!; 

@I9zx: 9y—10z—6z—9=0; 

@@ 空 十 半 十 攻 一 站 (2z 十 y 一 2z 一 9)2 十 二 (2z 十 3 一 2 一 2)28 

@ 袜 十 郊 二 1(0 委 zx 入 1), 即 该 直 圆 柱 面 夹 在 * 一 0 及 x 二 1 之 间 的 部 分 . 

9. zy az = 

a 天 0,8 尖 0 时 为 旋转 单 叶 双 曲 面 ; 
a 夫 0,8= 一 0 时 为 直 圆 锥 面 ; 
ac 一 0,8 天 0 时 为 直 圆柱 面 ; 
a 二 0,B 一 0 时 为 一 直线 (= 轴 ). 
10. a (zy )+(h a)m ez —ab=0. 


11. 中 椭圆 柱 面 ; 加 双 曲 柱 面 ; @ 旋 转 椭 球面 ; 
@ 旋 转 双 叶 双 曲面 ; 回 顶点 在 原点 的 二 次 锥 面 . 


z2 十 2zy 一 3 光一 1， 
12. QO 柱 面 ,母线 /= 轴 , 准 线 为 | 


z=03 


(Zz 二 1? 十 xz? 二 4， 
四面 ,顶点 在 原点 , 准 线 为 | 
i 
XC—3¥ 二 2z 一 1 二 0， 一 3 妈 十 2z 一 I 一 0， 
@ 旋 转 曲 面 ,母线 为 | 绕 = 办 旋转 ,或 母线 为 |” 和 
"Wy TUs 
绕 = 轴 旋 转 . 
习 题 才 二 
3 ZA) = 
i of 一 4Z， ol 4 十 (y 一 2)2 一 1， 
y 十 z 一 1; 和 


?十 好 十 对 一 25， 
2. 下 圆心 为 原点 ,半径 为 5. 


A4T—3Yy=0+ 
3， 好 十 光 十 到 一 4 对 十 (yy 一 1 一 1，2 一 一 20y 一 2)， 
4， 字 2 十 多 十 对 一 ?一 0. 
5. Dz+y=a; 四 zx 一 4y 十 2z 十 1 一 0. 


4 
a ZX 二 cos 0， 
6. <、 y=t, ol 0,， 
z 一 士 cos 0. 
7， 人 zx 一 V1L 一 之 一 多 ,上 半球 面 ; 
2 2 
@ 夺 十 认 一 1, 椭 圆柱 面 ; 


@z 二 +y 一 3z 十 3 二 0, 平 面 . 
8. zz 十 y= 二 zx, 旋转 抛物 面 . 


X=acos bp ， 
9. 0 一 | to, (一 coe 志 < 十 ce) 
C= 
Xx 十 y= 二 a?， 
v 三 vo 表示 圆 | 
z= wo 
一 (a 十 pcos 0 ， 
Z 一 (a 十 pcos 9 0 
ll. -a y 一 (Ca 十 bcos 0)sin y, ) 
0<p<27r 
z=bsin 0. 
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13. 


21. 


9 一 2acos 0=0. 


zx ye zz 
十 16 十 36 一 上 


. 半 轴 长 3 及 V3, 顶 点 (2, 土 3,0),(2,0, 十 /3). 


Ea 
(Gh 4 9 @zx= 士 2 及 y= 二 土 3. 


之 一 0; 
一 1 二 m 过 1 时 , 交 线 为 双 曲 线 ;m 二 一 1, 或 m 盖 1 时 , 交 线 为 椭圆 . 
b 2 十 2 
?一 十 二 2 包 
Z 一 十 2y。 


7 天 0 时 , 交 线 为 椭圆 ;mm 一 0 时 , 交 线 为 抛物 线 ， 


。 cz 十 az 一 0 及 cz 一 &z 一 0. 


y 三 一 1 y=1 I 二 一 2 

了 十 4 一 地 一 4 一 0, 但 应 去 掉 | | 和 | 三 条 直线 . 
元 二 一 2z 人 \ 立 一 2x y= 

2 

y= 二 4pzx, 抛 物 柱 面 . 

Zz 一 yy 十 4z 二 0, 双 曲 抛 物 面 . 


下 
re ll 


思 z 二 训 y 一 z 

@ 设 定 平面 为 z= 二 0, 定 点 为 (0,0,c) (c 关 0), 定 比 为 4, 则 所 求 轨迹 为 :zx? 十 YY 十 (1 一 XA) 
2 —2cz+t+c =0. 

4 三 1 时 为 旋转 抛物 面 ; 

0 二 4 二 1 时 为 旋转 椭圆 面 ; 

4 二 1 时 为 旋转 双 叶 双 曲 面 . 

@zytan 8= 一 (1 十 tan2B)cz, 双 曲 抛物 面 . 

@4 二 0, 双 叶 双 曲面 ;4 二 0, 二 次 锥 面 ;4 二 0, 单 叶 双 曲面 . 

@14 二 0, 直 圆锥 面 ;4 二 0, 重 合 平 面 ;4 二 0, 点 ( 虚 锥 面 ). 

@@4==0, 抛 物 柱 面 ;3 二 0, 双 曲 柱 面 ;0 二 4 过 1, 椭 圆柱 面 ;4 二 1, 直 线 ;4 过 1 虚 椭 圆柱 面 . 


12. 


I 


部 分 习题 答案 


富 1 交 _ os0 


十 之 )， 


| | b 
_cos0 (T_T 1 
1 十 sin 人 c ) I 


工 + 三 二 cos 0 (1 一 祁 )， 


a c 1 一 sin 0 


t= 


人 
A(T—2) =—Ay 


。 4r’—9y: 二 10zx 一 45y 一 84z 一 120 二 0. 


5 4 
、 Wt ll I 
了 十 光一 过 一 1, 但 要 去 掉 | | 7 = 
二 


zx’tan:B— y+ (tan:B—1)z:=(tan:B—1)e’. 
习 题 十 六 
@)h= 却 (7 士 V3) ,对 应 的 特征 向 量 为 (一 3 士 VT,2); 


@) 一 2 士 V3i, 对 应 的 特征 向 量 为 EC1 于 V3i,1); 
@iu = 二 0, 对 应 的 特征 向 量 为 有 (一 2,1)， 

入 二 8, 对 应 的 特征 向 量 为 (2,3); 
@N1 二 2, 对 应 的 特征 向 量 为 (2,1)， 
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心 王 7, 对 应 的 特征 向 量 为 &G1 ,一 2); 
@)i 一 5, 对 应 的 特征 向 量 为 &(1, 一 1)， 

入 二 一 1, 对 应 的 特征 向 量 为 &(1 ,1); 
@)i 一 入 一 一 1, 对 应 的 特征 向 量 为 &G1,1,0) 十 (3,0,1)， 
%3 二 2, 对 应 的 特征 向 量 为 &(0,0,1); 
@h 二 一 2, 对 应 的 特征 向 量 为 有 (3, 一 3,1)， 

心 一 5, 对 应 的 特征 向 量 为 &( 一 13,20,5) ， 

二 7, 对 应 的 特征 向 量 为 k( 一 3,3,2); 

@N 二 1, 对 应 的 特征 向 量 为 (2,2, 一 1)， 

入 二 2, 对 应 的 特征 向 量 为 (1, 一 1,0)， 

%3 二 一 8, 对 应 的 特征 向 量 为 k(1,1,4)， 


2 
ee 蝎 |， 
_ 工 1.2 
V5 VB 
于 
只 
| | 
流 在 
1 WW 
0 江 丰 
@T= 3 83818 
6 MMS 
A 


2.。y 2 一 4z' 十 2. 
SB = Ll 


5 


全 


| 17); 


y 一 于 (一 3z 二 4y 一 6). 


1 
Br | 吃 V2 
站 “ 昌 
V2 V2 
2 也 

3 3 

| 好 克 
@T= 和 中 
V2 V2 

6 6 
世间 

3 3 

Wy | 2 
@I 一 | 本 3 
六 ， 也 

3 3 
习题 十 七 


ww) 
CD 
[3 


[Se 


Co 


部 分 习题 答案 205 


/ 1 . 
z 一 一 一 (A:z 十 By 十 Cz)sign 也 : ， 
V 二 本 2 2 2 4 2 
I 记 
y Me Bl. 
/ 1 
XBr—Ay)s 
| VRTB ”> 
人 1 
三 一 (到 十 阳台) 
” - 
站 | 
六 一 305z 十 123 一 29)， 
7。 
y 一 下 (一 12z 十 5 十 2)， 
三 下 
8. 0= 4 
9. zr 二 2zy 十 y: 一 12x 十 4y 十 4 二 0. 
z=x /十 2， 
10. 4 y 一 y 十 2， 
z= — 1 
11. az’+by tez =0; 
eo 
l m n 


Oz 二 yy 十 z= 二? 十 要 十 0 一 d. 
Z 一 Z， Z 一 zsin bg 十 zcos 0， 


12. < y 一 ycos 0 一 zsin 0， 7 一 y， 


z=y sin 0 十 zcos 0; z=z‘cos 0 一 Zisin 0 
六 二 
5 
13 y=— (3z—10y+6) 
. I 9 

:一 -而 C2z+3y+4z+5) 
2 

15. <y -=D 
J 
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习 题 十 八 
2 
24 8 
。 四 2zx'“: 十 7y 一 7 一 0; 
73 
Uy 


图 y +2z=0. 


。 当 c 关 0 时 用 消去 交叉 项 zy。 


元 二 一 二 一 (Asz 十 By 十 Cz)， 
MA 十 有 
椭圆 . 


和 下 
y A 
.XZ 十 y“ 一 4z“ 二 7, 单 叶 双 曲面 . 


: < 一 了 十 广 六 ;椭圆 抛物 面 . 


， 绕 工 轴 旋 转子 ,x 二 V2y ,抛物 柱 面 . 


_2 2 光 
3 2 6 
用 变换 (x,y,z) 二 (x’,y ,xz) 一 地 -学 昌 可 化 为 三 十 下 一 大 一 1， 单 叶 双 
1 2/2 
EE 
曲面 . 
习题 十 九 
，@ 椭 圆 @ 一 对 平行 直线 ， 图 双 曲 线 ; 图 一 对 重合 直线 ， 
1 1 L 
，@P = 去 十 记忆 一 -人 一 了 ,RN 一 一 点 一 声 ; 


@L=1,1,=0,E=—p ,Ki=—p’ . 
。 @4 二 一 1, 椭 圆 ;4 二 一 1, 抛 物 线 ;一 1<4 二 1, 双 曲线 ;4 二 1, 一 对 重合 直线 ;4 二 1, 虚 椭圆 ; 


@4<0,4 关 一 去 , 双 有 曲线: 一 一 广 , 一 对 相交 直线 ;4 一 0, 抛 物 线 ;0<<4 二 1, 椭 圆 14 二 1, 一 


对 重合 直线 ;4 二 1, 双 曲线 . 
. @4zr: 一 9y: 一 36 二 0, 半 轴 长 3 
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@20z: 一 5 氏 十 20 一 0 , 半 轴 长 2,1; 
@z 十 2/2y 王 0, 首 通 径 2/2. 
= 

VAC—B’ 


7 上 = 一 1,3z 十 4y 一 1=0 及 zx 十 1=0. 
习 十 三 叶 


k= 二 一 5 土 W5. 

DE= DW Cll: 
Sz—4y—6=0, 

2z 一 ?十 2 一 0 及 zr 十 y 一 2 二 0; 

.切线 :3z 一 y 一 0, 法 线 :z 十 3y 一 10 王 0. 
OT 二 0, 渐 近 方 向 (1, 一 1); 


@r>0, (= 1), =), 


@T,<0,(1,0),(0,1). 
7. (taiyb): (Easb); 001) 
8. 6z 十 73 十 4 一 0. 
9. OD(1,1); @4z 十 2y 一 5 一 0， 
10，@2zx 一 > 十 1 王 0,3z 十 y 一 0. 
ll. a9; @o=9,8 关 9 Qa=p=0. 


习题 三 中 三 


人 


nh 


(zy )=(z;y) 了 十 ( 却 , 王 ). 
4 


人 


’ J 1 4 b Pe 
(z "i) ae] ( pe 


一 22 十 凡 —2ab 
一 225 a= 


本 1 2c 
(zx = ( )=a pb. 


避 题 - 二 十 三 
3. D(5,—7),(5,2),(19,—18); 
o( 计 对,( 皇 加,( 二 时 ) 


@@10z 十 7y 十 35 一 0; 
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@5z—12y+26=0. 


ke os 
i 全 人 myt2, 


y = 一 4zx 十 6y 十 3. 


ka 总 z 一 2y， 
5 
y Tt2y 
二 XX 一 2， 大 三 一 交 1 
6. ol @| 
3 一 ?一 全 3 一 工 
V2 _V2 3 
ep Co— 一 - —, 
= 区 古色; gy 2 
1 ol ge 四 厅 厄 
一 了 2 2 3 
人 1 FV2. 
区 一 EY 
| | 
y=—yt2e 2 三 ws 
/Pe 2 2ac 
四 TT ap” altpY 0 十 区 
,2ab oa 2pc 
yat art 
习题 二 十 
eel 
1. | 3 
二 ZT 2 十 本， 


2 OL( 上 2),z y 一 也 一 0 及 4z y=0; 

加 直线 x 十 y 十 1 二 0 上 所 有 点 皆 为 不 动 点 ,不 变 直线 为 x 十 y 十 二 0(k 是 任意 参数 ). 
k 《和 ,到 7 
4 2zT yy 一 3=0. 

有 三 一 六 天 三 地 一 z 十 1 

例如 | 一 Us sd 
6. zx! 一 (y 一 1 一 12 是 等 轴 双 曲线 ; 

@(Cz' 一 5): 一 一 2(y 一 3) 是 抛物 线 ; 


1132 / 2 
@ 入 > i 二 1 是 椭圆 . 


习题 三 十 五 


